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        Nesta tese são determinadas as temperaturas nos termopares localizados nas saídas 
dos canais de refrigeração do núcleo de um reator do tipo PWR, para identificar a 
ocorrência de um acidente de queda de barra de controle durante a operação a potência 
do reator. Para isso, foi utilizado o modelo da difusão multigrupo na geometria 
cilíndrica, para cálculo do fluxo de nêutrons e conseqüentemente, da densidade de 
potência. Na solução da equação da difusão de nêutrons multigrupo discretizada, foi 
utilizado o método iterativo SOR (Successive Over-Relaxation), incluindo o método de 
extrapolação de fonte de Chebyshev nas iterações externas. Foi também desenvolvida 
nesta tese uma técnica de cilindrização dos arranjos do núcleo para levar em 
consideração as propriedades dos diferentes materiais dos elementos combustíveis. 
Para cálculo das temperaturas nas varetas, foi utilizado um modelo específico de  
transferência de calor unidimensional na pastilha e revestimento, assumindo um valor 
médio para as propriedades térmicas. Mesmo assim foram usados passos iterativos 
numa seção axial da vareta, na atualização das propriedades térmicas. 
Os resultados gerados mostraram a efetividade do modelo para identificar o evento de queda de 
barra numa posição do núcleo do reator. A distribuição de temperatura obtida com o sistema 
desenvolvido poderá ser utilizada em um sistema especialista para identificação, em linha e em tempo 
real, do evento de queda de barra de controle.  
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CHARACTERIZATION OF THE CONTROL ROD DROP EVENT THROUGH THE 
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 In this thesis are determined the temperatures in the thermocouple 
located at the exit of the coolant channels of the reactor core of a typical PWR, for 
identifying the occurrence of the control rod drop accident during the operation in 
power of the reactor. For that purpose, the multigroup diffusion model was used in 
cylindrical geometry, for calculation of neutron fluxes and consequently, power 
densities. Solution of the discretized multigroup neutron diffusion equation, was 
obtained using the SOR iterative method (Successive Over-Relaxation), in addition to 
the source extrapolation method of Chebyshev in the outer iterations. It also was 
developed in this thesis a cylindrization technique for the assemblies of the core, to 
consider the properties of the different materials of the assemblies. 
For calculation of the temperatures in the rods, use was made of a one-
dimensional heat transfer model in the pellet and cladding, assuming an average value 
for the thermal properties. An iterative step in a section axial of the rod was used, to  
update the thermal properties. 
The generated results showed the effectiveness of the model in identifying a 
control rod dropped into a position in the reactor core. The temperature distribution 
obtained with the developed system will be able to be used in an intelligent system for 
identification, in line and in real-time, of the control rod drop event. 
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CAPÍTULO 1 
 
INTRODUÇÃO 
 
Os bancos de controle, formados por conjuntos de barras contendo materiais 
absorvedores de nêutrons, desempenham funções centrais na operação dos núcleos dos 
reatores, de pesquisa ou de potência [1,2]. Esse último, exige um controle mais rigoroso, 
haja vista a grande quantidade de calor gerada, e conseqüentemente, suas implicações 
com a segurança, para evitar a fusão dos materiais combustíveis que retêm os produtos 
de fissão radioativos[3]. A possibilidade de falha devido a movimentação de barras de 
controle demanda uma análise rigorosa da operação desses mecanismos de controle. 
Uma das situações exaustivamente estudada é referente as falhas que redundam na 
retirada acidental das barras do núcleo, tanto na partida quanto com o reator operando 
em potência. Esse tipo de evento é relevante pelo fato dessa retirada de barras de 
controle criar situações indesejáveis de super criticalidade, isto é, a população 
neutrônica cresce de forma quase exponencial. Os relatórios de segurança dos projetos 
desses reatores devem demostrar que a excursão de potência associada com o 
crescimento da população de nêutrons é controlável, ou pelos coeficientes de segurança 
intrínsicos, tais como de temperatura do combustível e de densidade do moderador por 
exemplo, ou mesmo pela atuação das barras de segurança. 
Outro acidente associado com as barras de controle, também relevante para a 
segurança da usina nuclear, é a queda involuntária de barra de controle durante operação 
normal do reator.  
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1.1 Análise de segurança para o acidente de queda de barras de controle 
O FSAR( Final Safety Analysis Report) de Angra 1[4], na seção que trata da 
análise de acidente, discute os acidentes causados pelo funcionamento errado dos 
conjuntos de arranjos de barras de controle, sendo o acidente de queda de barras de 
controle tratado explicitamente. Também nessa seção são descritas várias formas de 
detecção de barras de controle caídas, como a detecção pelo nível de potência sinalizado 
pelo sistema de instrumentação. Outros métodos se baseiam no monitoramento da 
distribuição assimétrica da potência do reator, identificada pelos detetores de 
nêutrons[5]. Contudo essas detecções podem ser prejudicadas pelas falhas dos circuitos 
eletrônicos, e muitas vezes o evento da queda da barra só é percebido através de 
procedimentos de verificação periódica prevista nas especificações da usina. Nessa 
seção do FSAR são apresentados os métodos de análise para prever as possíveis 
conseqüências para transientes provocados pela queda de barras.  
1.2 Registros de eventos de queda de barras em plantas de potência 
É interessante observar que as análises teóricas descritas no FSAR de Angra 1 
são centradas nos acidentes postulados de maneiras a se obter resultados conservativos. 
No entanto, ocorrências de quedas de barras de controle por falhas no sistema de 
acionamento do mecanismo de movimentação de barras de controle, sejam eles elétricos 
ou mecânicos, ocorreram em vários reatores de potência. A referência [6] descreve a 
ocorrência da queda de um conjunto de barras de controle por razões desconhecidas na 
usina nuclear de Prairie Island, um reator tipo PWR de 530Mwe [7], em Minnesota - 
EUA. Uma outra referência [8] informa a queda espontânea de um conjunto de barras 
de controle na unidade 1 na usina nuclear Kola, um reator a água pressurizada do tipo 
WWER de 411 MWe [7], na Rússia. Na Coréia do Sul há registro também [9], da 
inserção de barras de controle, por motivo de dano na placa de controle causado pelo 
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circuito elétrico que comanda o sistema de acionamento das barras, na unidade 3 da 
usina nuclear Ulchin, um reator PWR de 1000 Mwe. A usina nuclear Kori, unidade 3, 
um PWR de 950 MWe[7], também na Coréia, apresentou registro de uma excursão de 
potência devido à queda inexplicável de barra de controle[10]. Análises posteriores 
revelaram que um diodo no circuito de fornecimento de energia para o mecanismo de 
movimentação da barra havia falhado. 
1.3 Contabilidade da reatividade de desligamento com barra de controle caída 
Os casos relatados acima ilustram a necessidade de se considerar o evento da 
barra de controle caída, pois, mesmo não acarretando danos ao núcleo do reator, esses 
eventos devem ser monitorados e evitados. Deve-se estar atento ao fato que uma barra 
de controle caída no núcleo, sem que o operador perceba sua queda, diminui a margem 
de segurança do reator pelo fato da contabilidade da reatividade de desligamento contar 
com essa barra que, devido a queda, já se encontra inserida no núcleo. Além do mais, 
uma barra caída no núcleo com o reator operando no estado crítico é um fator negativo, 
do ponto de vista de economia neutrônica.  
1.4 Monitoramento da posição da barra de controle caída 
Seja do ponto de vista da segurança, seja do ponto de vista econômico, os efeitos 
decorrentes do posicionamento de barras de controle tem motivado diversos trabalhos, 
pelo fato desses posicionamentos poderem gerar instabilidade no núcleo do reator.  Na 
referência [11], uma das análises está centrada na resposta dos detetores externos ao 
núcleo, quanto à distribuição de potência, para fins de estudo da oscilação da potência 
devido o envenenamento por Xenônio. Sadde, no seu trabalho de tese de mestrado [12] 
gerou respostas dos detetores externos à blindagem do reator para diversas 
configurações com barras de controle caídas. Esse trabalho objetivou fazer uma análise 
de segurança de maneiras a flexibilizar a movimentação das barras de controle.  
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1.5 Objetivo da tese 
O objetivo desse trabalho é determinar as temperaturas na saída dos canais de 
refrigeração do reator, onde estão localizados os termopares, a fim de identificar a 
existência de barras de controle caídas no núcleo do reator. Para isso será admitido que 
o reator se encontra operando numa configuração crítica, ou seja, num estado 
estacionário. Os cálculos são realizados resolvendo a equação da difusão multigrupo na 
geometria cilíndrica ( )zr ,,θ , em diferenças finitas, para a situação sem barras de 
controle e com uma barra de controle caída no núcleo. As equações da neutrônica e da 
termoidráulica são apresentadas na sua forma transiente, partindo-se delas para se obter 
a forma discretizada espacialmente. Na equação dos nêutrons prontos é mantido o termo 
de fonte externa de nêutrons só por uma questão de completeza. Esse trabalho adicional, 
com custo relativamente baixo em face da discretização espacial ser recorrente para 
vários termos das equações, permite que a sua implementação em futuros 
desenvolvimentos para cálculos de transientes neutrônicos que utiliza a discretização em 
geometria cilíndrica, na forma que é tratada nessa tese. Para cada configuração com 
barra de controle caída é realizado o cálculo das temperaturas na saída do núcleo numa 
posição que corresponde àquela onde se encontram os termopares, tomado por base o 
modelo de transferência de calor estacionário analítico numa vareta. Para isso, 
desconsideramos a existência de vazões cruzadas entre os canais, pelo fato da 
convecção forçada ser predominante sobre convecção devido às diferenças de 
densidades. O estado crítico do reator é estabelecido através da busca de uma 
configuração de inserção dos bancos de controle. 
Desenvolvemos especificamente um algoritmo que pondera as propriedades dos 
arranjos do núcleo para uso na geometria cilíndrica, devido a dificuldade de geração das 
propriedades das malhas, considerando os diferentes arranjos que formam o núcleo. 
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Diferente da metodologia utilizada no código de núcleo CITATION [13], que necessita 
de uma ponderação das propriedades para cada malhagem pelo fato dele utilizar uma 
discretização que preserva os volumes de cada região, nesse trabalho essas ponderações 
se encontram embutidas de forma automática no programa computacional desenvolvido. 
A utilização dos termopares para identificação do evento de queda de barra, tem 
vantagens consideráveis sobre o uso dos detectores nucleares externos ao núcleo do 
reator. Dentre elas destacamos que os termopares apresentam um detalhamento maior 
das condições de operação internas ao núcleo do reator. Na simulação dos eventos de 
queda de barras de controle, o uso dos termopares não necessitam de cálculo de 
transporte da forma como é exigida para obtenção das respostas nos detetores externos. 
E por último, o sistema especialista que poderá ser desenvolvido para detecção de queda 
de queda de barras de controle, terá um conjunto de informações maior para 
identificação da barra caída, quando forem usadas os termopares do núcleo.  
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CAPÍTULO 2 
 
FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DA FÍSICA NO NÚCLEO 
 
 Nesse capítulo será apresentada a formulação matemática que descreve o 
comportamento dos nêutrons no reator, assim como a modelagem para a obtenção das 
temperaturas nos termopares, em posições pré-determinadas, nas saídas dos canais de 
refrigeração do núcleo. Como a resolução das equações da neutrônica é o ponto de 
partida para qualquer análise do núcleo, seja para cálculos termoidráulicos,  seja para 
cálculo de queima, apresentaremos sua formulação mais completa possível, isto é, na 
sua forma transiente. É interessante observar que no FSAR de Angra 1 [4], os eventos 
de quedas de barras no núcleo são tratados segundo a ótica dos acidentes. Essa 
abordagem do problema de discretização espacial das equações transientes permite sua 
extensão, no futuro, a aplicação em problemas transientes na geometria cilíndrica 
tridimensional. Dessa forma, as equações da geração e transferência de calor no núcleo 
são apresentadas aqui por mera consistência na formulação. Na verdade, o problema a 
ser resolvido aqui, a determinação das temperaturas nos termopares como indicativo da 
queda de barras de controle no núcleo, considera o rearranjo da reatividade do reator de 
tal forma que se possa considerar o estado crítico do reator. Com isso, o problema 
prático a ser resolvido consistirá na resolução das equações estacionárias, tanto da 
neutrônica quanto da termoidráulica. Adiantamos que para o cálculo estacionário da 
termoidráulica, uma solução fechada é bem conhecida dos textos que tratam da 
termoidráulica nos canais do núcleo. 
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2.1 NEUTRÔNICA DO NÚCLEO 
O modelo neutrônico do núcleo é tratado considerando a geração e as interações 
dos nêutrons no núcleo do reator, baseado no modelo da equação da difusão de nêutrons 
multigrupo. Para isso, consideramos o fluxo de nêutrons do grupo g , de um total de G  
grupos, no instante t , representado por ),,,( tzrg θϕ . Considerando esses nêutrons tendo 
velocidade gϑ , e se movendo num meio material tendo um coeficiente de difusão 
),,,( tzrDg θ , a produção de nêutrons via fissão, depende da seção de choque 
macroscópica de fissão num grupo de energia g , dada por ),,,( tzrfg θΣ , sendo que 
dentro dos grupos são emitidos gν  nêutrons por fissão. Também são levados em conta a 
produção de nêutrons advindos de fontes externas de nêutrons usadas na partida do 
reator, representadas por ),,,( tzrFg θ  e os nêutrons devidos aos decaimentos dos 
produtos de fissão, representados pelos termos ∑
=
I
k
kkagk C
1
λχ , onde, agkχ  representa o 
espectro dos nêutrons atrasados do grupo de energia g  e do grupo de precursor k , e I  
representa o número total de grupos de nêutrons atrasados; kλ  e ),,,( tzrCk θ  
representam a constante de decaimento e a concentração do precursor do grupo k , 
respectivamente. Desde que cada grupo k  dos precursores de nêutrons atrasados emite 
uma fração kβ  dos nêutrons no núcleo, os nêutrons prontos do grupo g , no instante t , 
são dados pela fração ( )β−1 , onde β  representa a fração total dos nêutrons atrasados. 
Para os nêutrons associados com as colisões nucleares é definida a seção de choque 
macroscópica de espalhamento dos diversos grupos g ′  para o grupo g , dada por 
),,,( tzrggs θ′Σ . Com essas definições iniciais, o conjunto de equações que define a 
distribuição de nêutrons no núcleo do reator no instante t  é dado por:  
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(2.1.1)   +∑−∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂=∂
∂
gRg
g
g
g
g
g
g
g
g z
D
z
D
rr
rD
rrt
ϕϕθ
ϕ
θ
ϕϕ
ϑ 2
111                                         
g
I
k
kkagk
G
g
ggfgpg
G
gg
gggs SCA ++∑−+∑+ ∑∑∑
==′
′′′
≠′
′′
11
)1( λχϕνβχϕ  ;   Gg ,...,2,1=  
(2.1.2)   kk
G
g
ggfgk
k CA
t
C λϕνβ −∑=∂
∂ ∑
=′
′′′
1
 ;  Ik ,...,2,1=  
onde:  
 =∑Rg  seção de choque macroscópica de remoção do grupo de energia g , 
 τ
efK
A 1= , 
 =efK  fator de multiplicação efetivo do reator. 
 1=τ  no estacionário,  
 0=τ  no transiente,  
 =
gp
χ  espectro de nêutrons prontos no grupo de energia g . 
 ( ) gg FS τ−= 1 ,  
 Definindo R e H como o raio e a altura do núcleo do reator, as condições de 
contorno para as equação (2.1.1) e (2.1.2) são dadas por: 
(2.1.3)   ( ) 0,,,lim
0
=∂
∂
→ tzrr gr
θϕ ,   
(2.1.4)   ( ) ( )tzrtzr gg ,,2,,,, πθϕθϕ += , 
(2.1.5)   
( )
0
,,,
lim
0
=∂
∂
→ θ
θϕ tzrg
r
, 
(2.1.6) ( ) ( )tzrCtzrC gg ,,2,,,, πθθ += , 
sendo que no contorno do cilindro temos, 
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(2.1.7)   ( ) ( )( )θ
θϕθϕ
,
,0,,
,0,,
r
tr
tr
z gB
gg
∈=∂
∂
, 
(2.1.8)   ( ) ( )( )z
tzR
tzR
r gR
gg
,
,,,
,,, θ
θϕθϕ ∈−=∂
∂
, 
(2.1.9)   ( ) ( )( )θ
θϕθϕ
,
,,,
,,,
r
tHr
tHr
z gT
gg
∈−=∂
∂
, 
que exprimem a condição de fluxo nulo na distância extrapolada g∈ , e os índices B  , 
R  e T , denotando as posições tomadas na base, no raio e no topo do cilindro.  
A Eq. (2.1.1) admite algumas mudanças na sua estruturação, cuja conveniência 
fica  evidenciada mais adiante. Por exemplo, considerando somente um grupo térmico e 
espalhamento acoplado aos vizinhos imediatos, segundo o esquema dado pela Fig. 2.1, 
o termo de espalhamento assume a forma abaixo: 
(2.1.10) 11 −−
≠′
′′ ∑=∑∑ ggsgG
gg
gggs ϕϕ  
 
 
 
 
 
 
Por outro lado, na equação (2.1.1) o termo de fissão pode ser rearranjado na seguinte 
maneira, 
 (2.1.11)  ∑∑
=′
′′′
=′
′′′ ∑−=∑−
G
g
ggfgpg
G
g
ggfgpg AA
11
)1()1( ϕνβχϕνβχ ,  
cujo somatório é desdobrado como:  
Figura 2.1: Espalhamento entre os grupos. 
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(2.1.12)  +∑−=∑− ∑∑ −
=′
′′′
=′
′′′
1
11
)1()1(
g
g
ggfgpg
G
g
ggfgpg AA ϕνβχϕνβχ  
∑
+=′
′′′ ∑−+∑−
G
gg
ggfgpggfggpg AA
1
)1()1( ϕνβχϕνβχ . 
Substituindo então, as Eqs.(2.1.11) e (2.1.12) na Eq. (2.1.1) temos, após rearranjos: 
 
(2.1.13)   [ ] +∂∂∂∂+∑+∑−=∂∂ ′
−
=′
′−′′′∑ rrDrrAt ggg
g
g
ggsgggfgpg
g
g
ϕϕδνβχϕϑ
1)1(1
1
1
1                                         
[ ] +∑−∑−+∂∂∂∂+∂∂∂∂+ gRgfggpggggg AzDzDr ϕνβχϕθϕθ )1(12  
[ ] gI
k
kkagkg
G
gg
gfgpg SCA ++∑−+ ∑∑
=
′
+=′
′′
11
)1( λχϕνβχ ; 
onde, Gg ,...,2,1=  e 1−′ggδ  é a delta de Kronecker, isto é, 11 =−′ggδ  se 1−=′ gg  ou 
01 =−′ggδ  se 1−≠′ gg . Para fins de uniformização, a Eq. (2.1.2) é rearranjada também 
na seguinte forma: 
(2.1.14)   kk
G
g
ggfgk
k CA
t
C λϕνβ −∑=∂
∂ ∑
=′
′′′
1
 ;  Ik ,...,2,1=  
2.2 DESCRIÇÃO DO MODELO DE TEMPERATURAS NO NÚCLEO 
Para cálculos das temperaturas na saída dos canais, assumiremos os canais 
independentes, isto é, sem escoamentos cruzados, pelo fato do regime de escoamento do 
refrigerante ser dominado pela convecção forçada. Essa suposição é confirmada 
segundo análise do comportamento de números admensionais do fluido refrigerante, 
mostrada no Apêndice A . Em adição a isto, devemos levar em consideração os 
processos de transferência de calor entre a região combustível, onde ocorrem as fissões, 
e o fluido refrigerante, que extrai o calor do núcleo para o gerador de vapor. 
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O processo central de geração de calor, que acopla a neutrônica com a 
termoidráulica, é dado por, segundo[14]:  
(2.2.1)   ∑∑
==
+Σ=′′′
I
k
kkaa
G
g
fgp tzrCfEtzrtzrEtzrq
11
),,,(),,,(),,,(),,,( θλθϕθθ , 
onde: 
 =pE  energia pronta de fissão depositada pelos produtos de fissão, 
 =aE  energia devida aos decaimentos dos produtos de fissão, 
e 
(2.2.2) β
1=af .  
As equações que descrevem a geração de calor, a transferência e o armazenamento 
numa vareta combustível, admitindo fluxo de calor somente radial, são dadas  por[15]:  
(2.2.3)   ),,,(),,,(1),,,( tzrqtzrT
r
Kr
rr
tzrT
t
c fffff θθθρ ′′′+∂
∂
∂
∂=∂
∂
)))) , 
(2.2.4)   ),,,(1),,,( tzrT
r
Kr
rr
tzrT
t
c ccccc θθρ )))) ∂
∂
∂
∂=∂
∂ , 
onde: 
 =fρ  densidade do material combustível, 
 =fc  calor específico do material combustível, 
 =fT  temperatura na região combustível da vareta, 
 =fK  condutividade térmica do material combustível, 
 =r)  distância radial em relação ao centro da vareta, 
=cρ  densidade do material do revestimento, 
 =cc  calor específico do material do revestimento, 
 =cT  temperatura no revestimento, 
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 =cK  condutividade térmica do material do revestimento. 
No canal de refrigeração, admitindo pressão uniforme e vazão constante ao longo da 
direção axial, a equação que determina a temperatura do fluido é dada por[15]: 
(2.2.5) ),,,(),,,(),,,( tzrq
A
P
tzrT
zA
mctzrT
t
c
C
aq
r
C
rrrr θθθρ ′′+∂
∂−=∂
∂ & , 
onde, numa posição do núcleo dada por ),,( zr θ , temos:  
 =rρ  densidade do material do refrigerante, 
 =rc  calor específico do material do refrigerante  , 
 =m&  vazão mássica no canal, 
 =rT  temperatura no seio do refrigerante,  
 =aqP  perímetro aquecido da vareta no canal, 
 =CA  área de escoamento do refrigerante, 
com o fluxo de calor na superfície externa da vareta dado por: 
(2.2.6) )(),,,( rscr TThtzrq −=′′ θ , 
onde:  
 =rh  coeficiente de transferência de calor na superfície externa do revestimento,
 =scT  temperatura na superfície externa do revestimento. 
Conhecida a vazão mássica total, M& , na região combustível do núcleo, e o número de 
varetas combustíveis, VN  , podemos estimar a vazão em cada canal, m&  por: 
(2.2.7) 
VN
Mm
&
& =  .  
O coeficiente de transferência de calor na superfície da vareta depende do regime de 
escoamento. Em canais típico de PWR, num regime monofásico, uma correlação para 
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cálculo do coeficiente de transferência de calor para a água é dada por Dittus-Boelter 
[16]: 
(2.2.8) 8.04.0 RePr023.0=Nu , 
onde 
r
er
k
Dh
Nu = é o número de Nusselt, 
r
rr
k
cμ=Pr  é o número de Prandtl e 
r
eruD
μ
ρ=Re é o número de Reynolds. As novas variáveis são dadas por: 
 =eD  diâmetro equivalente do canal. 
 =rμ  viscosidade do material do refrigerante, 
 =rk  condutividade térmica do material do refrigerante  , 
 =u  velocidade média do refrigerante no canal, 
Definindo p como a distância entre os centros das varetas que formam o canal de 
refrigeração, e cD , o diâmetro externo da vareta, o diâmetro equivalente do canal é 
calculado por[16]: 
(2.2.9) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= 14
2
c
ce D
pDD π . 
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CAPÍTULO 3 
 
BARRAS DE CONTROLE DO REATOR 
 
3.1 Os nêutrons atrasados e o controle do reator. 
 No capítulo anterior tratamos da existência dos nêutrons atrasados na equação 
que descreve o fluxo de nêutrons no reator. Apesar deles representarem menos de 1% de 
todos os nêutrons no núcleo, são eles que determinam a escala de tempo do ponto de 
vista do controle do reator. Nos reatores térmicos, o tempo de vida dos nêutrons l , i.e., 
o tempo decorrido para que um nêutron emitido numa fissão venha a ser absorvido, é da 
ordem de 10-4 segundos. Esse é um tempo muito curto para intervenção dos controles 
numa excursão de potência, se houvesse somente os nêutrons prontos no núcleo. Na 
verdade, a existência dos nêutrons atrasados altera o tempo de vida dos nêutrons no 
reator. Isto porque devemos levar em consideração as frações associadas com cada 
grupo de precursores, no cálculo do tempo médio de vida dos nêutrons >< l . Esse 
tempo é dado por[16]: 
(3.1.1)  ∑
= ⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ++−>=<
I
k k
k lll
1
1)1( λββ . 
Utilizando constantes típicas de reatores PWR a Eq. (3.1.1) fornece um valor para o 
tempo médio de vida dos nêutrons >< l  da ordem de 0.1 segundos. Esse valor é muito 
maior que os 10-4 segundos do tempo de vida dos nêutrons prontos. Dessa forma, o 
tempo de 0.1 segundo é compatível com as constantes de tempo dos mecanismos de 
controle dos reatores.  
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3.2 O efeito da barra de controle sobre o fluxo de nêutrons no núcleo.  
 Um reator normalmente é controlado inserindo ou retirando barras que contêm 
materiais altamente absorvedores de nêutrons, especialmente na faixa de energia 
térmica, tais como Boro, Cádmio ou a liga formada por Índio-Cádmio-Prata. O material 
da barra de controle, possui alta seção de choque de absorção, a qual causa depressão no 
fluxo e portanto varia a distribuição geral de fluxo, pelo menos localmente. Essa 
variação local produz uma fuga elevada de nêutrons por causa do gradiente do fluxo na 
região da barra de controle. Na Fig 3.1 é mostrado um arranjo combustível do núcleo 
contendo um conjunto de barras absorvedoras, típicas dos reatores PWR. No caso de 
Angra 1 esse conjunto é composto de 20 barras absorvedoras de nêutrons.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Essas barras de controle geralmente causam queimas irregulares nas varetas 
combustíveis localizadas na cercania das barras, devido às distorções do fluxo. O uso de 
barras de controle permite um controle rápido do reator, diferentemente dos outros 
materiais usados para controlar a potência do reator, como os chamados venenos 
Assembléia
       de
   controle  
     Barra
absorvedora
 Bocal
superior
Grelha
    do
arranjo
Grelha
    do
arranjo
 Bocal
inferior
  Guia das
    barras
absorvedoras
     Barra
combustível
Figura 3.1: Arranjo combustível do núcleo contendo uma barra de controle 
típica dos reatores PWR. 
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queimáveis ou mesmo a diluição de boro no fluido de refrigeração nos reatores do tipo 
PWR. 
3.3 Distribuição típica das barras de controle no núcleo de um PWR.  
 Como nos casos dos reatores do tipo PWR, as barras de controle são distribuídas 
no núcleo na forma de conjuntos de varetas de materiais absorvedores, e esses conjuntos 
dão origem aos bancos de controle, conforme Fig. 3.2. Esses bancos,  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
referenciados pelas letras A,B,C,D e S, são caracterizados por movimentos simultâneos. 
Em um banco, por exemplo o D, os conjuntos de varetas são distribuídos de forma 
simétrica no núcleo. No caso dos reatores do tipo PWR esses bancos são inseridos a 
partir do topo do reator. Em caso do desligamento de emergência desse tipo de reator, as 
barras de controle caem rapidamente dentro do reator. As varetas dos conjuntos se 
    B
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     B
  
     A
  
     S
     S
     D
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     A
  
     A
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Figura 3.2: Distribuição dos bancos de barras de controle no núcleo de Angra1. 
 17
movimentam dentro de tubos que servem para guiar as barras nas suas posições. Esses 
tubos-guias, mostrados na Fig. 3.1, quando não contêm barras absorvedoras são 
preenchidos por água do núcleo. Com a inserção das barras a partir do topo do reator, o 
evento de falha no mecanismo de acionamento da barra não evita o desligamento do 
reator porque as barras, que são mantidas através da energização de magnetos, podem 
cair livremente. É interessante observar que com a inserção parcial das barras a partir do 
topo do reator, a forma da distribuição do fluxo térmico é deformada pela presença da 
barra inserida, como já citado anteriormente. O que ocorre é que o máximo do fluxo é 
deslocado para a região inferior do núcleo. As oscilações de Xenônio estão associadas 
com esse efeito. No caso radial, esse efeito deve ser levado em consideração, 
principalmente para os casos de inserções assimétricas das barras de controle. 
3.4 A reatividade do reator e o valor das barras de controle. 
 Uma barra de controle tem seu valor medido pela reatividade, um parâmetro 
associado com o fator de multiplicação efetivo do reator, dada pela equação: 
(3.4.1)  
ef
ef
K
K 1−=ρ . 
Como os núcleos dos reatores de potência são projetados para que efK seja maior que a 
unidade, isto é, o núcleo seja super-crítico na, partida do reator                             
todas as barras devem estar inseridas no núcleo. Isto se deve a esse excesso de 
reatividade, considerando que o núcleo se encontra  carregado com combustível, e que, 
a existência de fontes externas de nêutrons para uso na partida do reator, em alguns 
arranjos, é capaz de iniciar uma reação em cadeia no núcleo. As fontes externas de 
nêutrons têm a função de aumentar a taxa de contagem nos detetores, e com isso 
aumentar a sensibilidade dos instrumentos, pelo fato das taxas de fissões com o reator 
na condição de subcriticalidade, num regime pré-partida, serem muito baixas. Dessa 
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forma, o operador pode controlar o reator numa faixa segura, sem que o sistema de 
proteção atue, desligando o reator pelas quedas das barras de desligamento. 
   O total de reatividade das barras de controle no núcleo, wρ , para compensar o 
excesso de reatividade, é dado por[17]: 
(3.4.2)  
efef
efef
w KK
KK
0
0 −=ρ ,  
onde, 0efK  é o fator de multiplicação efetivo sem barras e efK é com as barras inseridas. 
O valor de cada barra depende da sua posição no núcleo, ou seja, sua efetividade 
dependerá de sua localização. A Fig. (3.3) mostra a disposição do banco D, utilizada 
como banco de controle fino no reator Angra 1.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.5 Distribuição das barras de controle para diminuição dos picos de potência.  
 Como as barras de controle deformam o fluxo na sua vizinhança, procura-se 
diminuir sua efetividade diluindo seu efeito por todo o núcleo. Essa distribuição de 
barras de controle conjugada com os enriquecimentos dos arranjos tem a função de 
achatar a distribuição de potência radial do núcleo, evitando a queima desigual dos 
D
D
D
D
90º
0º
270º
180º
Figura 3.3: Banco de controle D no núcleo de Angra1. 
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combustíveis, além da prevenção de canais quentes que comprometam os limites de 
segurança do revestimento do combustível. 
Como o projeto do núcleo prevê uma margem de reatividade para acomodar os 
efeitos sobre a reatividade, desde a  partida até plena potência, esse excesso de 
reatividade deve ser compensado via uso de veneno queimável, que são varetas 
contendo material absorvedor como borosilicato, ou via diluição de boro no refrigerante 
ou pela inserção dos bancos de controle no núcleo, até que se atinja a criticalidade do 
reator.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.6 Configuração dos bancos de controle para o núcleo crítico.  
Antes da determinação das temperaturas nas saídas dos canais contendo os 
termopares, na condição de barra caída, primeiro levamos o núcleo ao estado crítico. 
Isto é feito, pesquisando várias configurações de comprimentos de barras de controle 
inseridas. Para isso, com os bancos de barras de controle totalmente retirados, é 
Arranjo  com 
varetas de controle 
Arranjo  com 
veneno queimável  
Arranjo  
com 
varetas de 
controle 
Barra combustível 
Figura 3.4: Conjunto de arranjos contendo barras de controle e veneno queimável. 
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calculado o fator de multiplicação efetivo do reator inicial, resultando num valor de 
0
efK . Supondo esse valor acima da unidade, calculamos o excesso de reatividade 
0ρ  
pela Eq. (3.4.1), que fica: 
(3.6.1)  0
0
0 1
ef
ef
K
K −=ρ . 
Como nos reatores de potência o excesso de reatividade é sempre positivo, a reatividade 
associada, 0ρ  é sempre maior que zero. Para configurar as barras de controle na 
condição crítica, comparamos o valor de 0ρ  com um valor ρε , que definimos como o 
valor zero da reatividade. Se ρερ >0 , estimamos o valor do comprimento do banco de 
barras de controle que deve ser inserido no núcleo para que esse excesso diminua. Esse 
comprimento é estimado, inicialmente como: 
(3.6.2) 00 ρ⋅= HCBC ,  
onde H  é o comprimento ativo da barra de controle. O comprimento de inserção do 
banco dado pela Eq. (3.6.2) altera as propriedades dos arranjos contendo o banco de 
controle, principalmente pelo deslocamento da água dos tubos guias e o conseqüente 
preenchimento do tubo pelo material da barra. Dessa forma, são recalculadas as 
constantes do arranjo, levando em consideração as frações de barras inseridas e o 
complemento do arranjo combustível que conservou a água nos tubos guias. Feito isto, 
um novo cálculo de criticalidade é gerado, e por seguinte o fator de multiplicação 
efetivo, definido agora como 1efK . Um novo valor para a reatividade é calculado, 
utilizando a Eq. (3.6.1), mas denotando por 1ρ . Novamente esse valor é comparado 
com ρε . Não satisfeita a condição, recalcula-se o novo valor de inserção de barras, 
agora, dado por: 
(3.6.3)  ( )101 1 ρ+⋅= BCBC CC , 
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Esse processo é repetido até o passo p , de tal forma que: 
(3.6.4)  ( )ppBCpBC CC ρ+⋅= − 11 , 
e reatividade no passo seguinte é considerada nula, ou seja, ρερ ≤+1p . 
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CAPÍTULO 4 
 
TÉCNICA DE CILINDRIZAÇÃO DOS ARRANJOS DO NÚCLEO 
 
Os núcleos dos reatores do tipo LWR dispõem os arranjos combustíveis segundo 
a Fig. 4.1. Nota-se, que apesar dos arranjos serem do tipo quadrado, ou seja, adequado 
para a representação em geometria cartesiana, o contorno do conjunto é cilíndrico. Do 
ponto de vista de projeto, essa cilindrização não obsta os cálculos do núcleo via 
geometria cartesiana, como geralmente é feito com o código CITATION[13] tirando 
proveito da coincidência das interfaces materiais, mesmo o código oferecendo a opção 
de discretização em ),,( zr θ . No caso do código CITATION, que discretiza as regiões 
na direção radial tomando volumes constantes em cada região, o processo de montagem 
das propriedades nas malhagens torna onerosa a tarefa devido ao fato de se ter que gerar 
as propriedades a cada refinamento da malhagem. Além do mais, num cálculo de 
pesquisa de criticalidade, onde as composições das malhagens variam a cada 
configuração de inserção dos bancos de controle, esse processo é impraticável para a 
geometria cilíndrica tratada nessa tese. Nesse capítulo trataremos de uma forma de 
cilindrização do núcleo cujo algoritmo torna o processo automatizado dentro do 
programa, independente da discretização.  Propomos um algoritmo que identifica os 
padrões dos setores cilíndricos em relação às linhas dos contornos dos arranjos, de tal 
forma a propiciar a ponderação das propriedades de cada setor com as áreas dos setores 
situados nas regiões dos arranjos. Assim, o problema central é calcular as áreas que 
compõem cada setor, isto é, os mosaicos de áreas setoriais. 
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Uma simplificação de cálculos é obtida lançando-se mão da simetria do núcleo para os 
cálculos das áreas dos setores na geometria cilíndrica, qual seja, utilizar 1/4 do núcleo. 
A Fig. 4.2 exibe  1/4  do núcleo de Angra 1 [4]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A representação em geometria cartesiana não é suficiente para tratar problemas de 
queda ou de ejeção de barras de controle de forma assimétrica, num núcleo cujo 
Figura 4.2: Configuração de 1/4 do núcleo de Angra 1. 
Figura 4.1: Núcleo de um reator do tipo água leve pressurizada 
visto do topo. 
Envoltória lateral 
do núcleo 
Barril de suporte 
da estrutura interna 
Arranjos 
combustíveis 
Vaso do reator
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contorno do conjunto de arranjos se aproxima de um cilindro. Além do mais, o contorno 
na forma de canto viola a condição de contorno da equação de transporte, que derivou o 
modelo da difusão, que estabelece como uma de suas condições, a inexistência de 
superfície com reentrância. Esse fato pode causar uma perturbação que se difunde de 
forma assimétrica por todo núcleo. Nesse caso, a representação cilíndrica  do núcleo é 
fundamental para que se tenha uma informação mais realista dos fenômenos num raio 
r , num ângulo θ  e numa posição axial z . Lançando mão da simetria 1/4 do núcleo, 
como no estacionário, a Fig. 4.3 mostra essa cilindrização para um conjunto de arranjos 
arbitrário. Como cada arranjo físico das varetas apresenta uma composição material, 
cada malhagem na geometria cilíndrica é composta por um mosaico de propriedades, 
dependendo da disposição em relação aos arranjos.  
4.1 Cilindrização dos arranjos quadrados. 
 A representação por coordenadas cilíndricas do núcleo foi feita para fins de 
discretização das equações da neutrônica. A Fig. 4.3 mostra uma discretização de um 
núcleo arbitrário, representada pelas linhas cheias (finas), tendo ao fundo os arranjos 
combustíveis, representado pela linhas tracejadas (grossas).  
 
 
 
 
 
 
 
 
Para fins de simplificação na identificação dos padrões de setores, precisam ser 
impostas algumas restrições:  
 
Figura 4.3: Cilindrização de um núcleo a partir da geometria cartesiana. 
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1) O círculo mais central, o primeiro, tem um raio de comprimento igual a 
metade da largura dos arranjos.  
(4.1.1)  01 =r , 
(4.1.2)  
22
Ar
l= . 
Onde Al  é largura dos arranjos combustíveis. Essa restrição simplifica a representação 
das propriedades nos setores localizados juntos ao centro. 
2) Cada setor só pode ser interceptado por uma linha dos contornos dos arranjos. 
Observando a Fig. 4.3 percebe-se que neste sistema de coordenadas, os dois setores 
externos,  centrais em relação a discretização angular, violam tal restrição. Ou seja, eles 
são interceptados por mais de uma linha, sejam elas verticais ou horizontais. 
3) Com exceção do primeiro espaçamento, que é dado pela largura dos arranjos,  
conforme a Eq. 4.2, os demais espaçamentos radiais são uniformes e calculados por: 
(4.1.3)  ( ) ( )22 −−=Δ RN NrRr R  , 
onde: 
        =Δr  é o espaçamento radial,  
       =
RN
R é o raio do núcleo cilindrizado, 
        =RN  pontos radiais, incluindo o centro e o externo. 
 
Ainda da Fig. 4.3 nota-se que cada setor angular, fora do centro, forma um trapézio 
regular, cujos lados paralelos são cordas dos setores angulares. A Fig. 4.4 esquematiza 
essa representação. 
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Na figura acima, θΔ  é o espaçamento angular, também assumido como uniforme e 
dado por: 
(4.1.4)  ( )121 −=Δ QNθ
πθ , 
onde, 1QNθ  é o número de ângulos no primeiro quadrante. Na Fig. 4.3 , tinha-se, 
51 =QNθ , para 01 =θ  e 25
πθ = . A Fig 4.5 retrata os seguimentos que definem o 
trapézio da Fig. 4.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
2
b
 2
θΔ
 
2
B
 
Figura 4.4: Esquematização do trapézio regular com um setor angular. 
DH  
b  
B  
Figura 4.5: Dimensões que definem o trapézio associado com um setor angular. 
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Associando a corda B  com o −n ésimo raio, isto é, nr , a corda b  com rrn Δ−  e 
comparando as Fgs. 4.4 e 4.5, têm-se: 
(4.1.5)  
2
sen
2
θΔ= nrB    ⇒   2sen2
θΔ= nrB , 
(4.1.6)  ( )
2
sen
2
θΔΔ−= rrb n   ⇒   ( ) 2sen2
θΔΔ−= rrb n . 
Ainda da Fig. 4.4, tem-se, 
(4.1.7)  ( )
2
cos
2
cos θθ ΔΔ−−Δ= rrrH nn   ⇒   2cos
θΔΔ= rH . 
A diagonal D  é facilmente calculada usando metade do trapézio, ver Fig. 4.6.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Como D  corta as duas paralelas, os ângulos opostos aos catetos x  e y dos triângulos 
retângulos são iguais. Dessa forma temos a seguinte proporção: 
(4.1.8)  
2
2
B
b
y
x = . 
Na Fig. 4.6 temos 4 incógnitas, 1d , 2d , x  e y . Dessa forma, precisamos de mais três 
equações: 
(4.1.9)  Hyx =+ , 
2/b
2/B
1d
2d
x
y
Figura 4.6: Metade do trapézio para cálculo da diagonal D . 
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(4.1.10)  2
2
2
1 2
xbd +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= , 
(4.1.11)  2
2
2
2 2
yBd +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= . 
Tendo em mente que, 
(4.1.12)  21 ddD += , 
e resolvendo o sistema formado pelas Eqs. (4.1.8-4.1.11), temos a seguinte equação para 
cálculo da Eq. (4.1.12): 
(4.1.13)  ( ) HBbD 4
2
1 2 ++= . 
Substituindo as Eqs. (4.1.5-4.1.7) na Eq. (4.1.13), após algumas manipulações e 
simplificações, temos: 
(4.1.14)  ( ) nnn DrrrrD =Δ+ΔΔ−= 22 2sen.4
θ . 
Dessa forma, temos um ordenamento das diagonais de acordo com o raio, isto é: 
(4.1.15)  
RR NNnn
DDDDDDD <<<<<<< −+ 11543 LL . 
Como 
RN
D  é o maior valor da diagonal para um número de discretizações radiais RN , a 
restrição 2) assume a forma 
(4.1.16)  ANRD l< . 
 
4.2 Cálculo das áreas para ponderações dos materiais nos setores. 
 Postas as restrições anteriores, a principal tarefa é determinar as áreas que 
compõem cada setor pela sua localização dentro dos arranjos. A Fig. 4.7 representa um 
setor típico com suas propriedades materiais. 
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São identificadas 75 configurações possíveis dos setores junto com as linhas dos 
arranjos do núcleo. Essas configurações são dadas no Apêndice A. Nos setores os 
pontos 1,2,3e 4 representam os pares ordenados (x1 ,y1 ), (x2 ,y2 ), (x3 ,y3 ) e (x4 ,y4 ). Os 
códigos dos setores seguem a lógica expressa pela tabela do Apêndice B. No Apêndice 
B, os valores de XR1,2 representam as raízes onde os raios cortam as linhas horizontais 
dos arranjos, conforme a Fig. 4.8, e os valores de XC1,2, são as raízes onde os arcos, 
superiores ou inferiores, cortam essas linhas, conforme Fig. 4.9. Nessa tabela XK e YL  
referem-se às linhas que definem os arranjos como as linhas tracejadas da Fig. 4.3 . 
 
 
 
 
 
11A
12A
YL
XK
LKP 1− KL
P
1−KLP11 −− LKP
21A
22A
Figura 4.7: Setor típico na geometria cilíndrica e as áreas das regiões materiais. 
YL
XRi
Figura 4.8: Raiz para os raios que cortam a 
linha YL .  
YL
XCi
 
Figura 4.9: Raiz para os arcos que cortam a 
linha YL .  
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 Os cálculos das áreas 11A , 21A , 12A , e 22A , são sempre uma combinação de 
conjuntos de áreas elementares, como observado na Fig 4.10.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A Fig. 4.11 simboliza uma integração elementar, dada por: 
(4.2.17)  ( )dxxRxcI b
a
∫ −−+= 22121 α , 
 
 
 
 
 
 
cuja solução é dada por: 
XR1 
XR2 
4 
3 
1 
2 
YL 
XL 
Figura 4.10: Áreas elementares de um setor genérico. 
Figura 4.11: Área elementar de integração do tipo 1I . 
 
 31
(4.2.18)  ( ) ( )+−+−= 2221 21 ababcI α  
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+−−−−
11
2
1
22
1
22
1 arcsenarcsen R
a
R
bRaRabRb  
A Fig. 4.12 simboliza uma outra integração elementar, dada por: 
 
(4.2.19)  ( )dxcxI b
a
∫ −= α2 , 
 
 
 
 
 
cuja solução é dada por: 
(4.2.20)  ( ) ( )222 21 ababcI −+−−= α . 
A Fig. 4.13 simboliza mais uma integração elementar: 
 
(4.2.21)  ( )dxxxI b
a
∫ −= 123 αα , 
 
 
 
 
cuja solução é dada por: 
(4.2.22)  ( )( )22123 21 abI −−= αα . 
Figura 4.12: Área elementar de integração do tipo 2I . 
Figura 4.13: Área elementar de integração do tipo 3I . 
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Na Fig. 4.14 tem-se a simbolização da integração elementar 4I : 
 
(4.2.23)  ( )dxxcI b
a
∫ −= α4 . 
 
 
 
 
 
A solução da Eq. (4.2.23) é dada por: 
(4.2.24)  ( ) ( )224 21 ababcI −−−= α . 
A Fig. 4.15  idem para a integração elementar 5I : 
(4.2.25)  ( )[ ]dxxcxRI b
a
∫ +−−= 22215 α . 
 
 
 
 
 
 
A solução da Eq. (4.2.25) é dada por: 
(4.2.26)  ( ) ( )+−−−−= 2215 21 ababcI α . 
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+−−−+
22
2
2
22
2
22
2 arcsenarcsen R
a
R
bRaRabRb  
Figura 4.14: Área elementar de integração do tipo 4I . 
Figura 4.15: Área elementar de integração do tipo 5I . 
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No centro do cilindro cada área elementar é calculada pela integração 6I  , conforme a 
figura 4.16. 
 
 
 
 
 
 
A integral 6I  é dada por:  
(4.2.27)  θΔ= 226 2
1 rI . 
Com as integrais elementares, voltando à Fig. 4.7 e tendo em mente a Fig. 4.10, o 
cálculo de uma propriedade material AP  no setor genérico de área A  é dado por: 
(4.2.28)  ( )KLLKKLLKA PAPAPAPAAP 221121211111
1 +++= −−−− , 
sendo, 
(4.2.29) 22122111 AAAAA +++= . 
4.3 Validação do algoritmo de ponderação dos materiais nos setores. 
O algoritmo foi validado pela igualdade da área de ¼ do circulo e o somatório 
das áreas dos mosaicos formado pelos 75 setores possíveis identificados. Além do mais 
foi feita uma varredura das discretizações radiais e angulares, segundo os intervalos 
695 << RN  e  693 << NTQ . Isso gerou mais de 5x106 ocorrências. A Fig. 4.17 
mostra a freqüência de ocorrência dos padrões. Desde que o setor 0 significa um padrão 
não previsto no algoritmo, a figura exibe uma freqüência nula para este setor. Este é um 
Figura 4.16: Área elementar de integração do tipo 6I . 
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dado muito importante, significando que nenhum setor estranho àqueles propostos foi 
identificado.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Seria oportuno registrar que devem existir outras técnicas para cilindrização do núcleo, 
talvez mais genéricas e menos “força bruta”,  para ponderações das propriedades 
materiais na geometria em coordenadas cilíndricas. Contudo, a verificação de sua 
funcionalidade mostra que o método seguido neste trabalho atende de forma eficiente 
aos objetivos a que se propõe sua aplicação.  
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Figura 4.17: Freqüência de ocorrência dos padrões.  
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CAPÍTULO 5 
 
DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
5.1 Método numérico de discretização  
As soluções analíticas para as equações que descrevem tanto os fluxos de 
nêutrons quanto as concentrações dos precursores são difíceis de ser encontradas, por 
envolver diversas variáveis e dependências das seções de choques em energia, no 
espaço e no tempo. O caminho usual é a utilização dos métodos numéricos 
computacionais para a obtenção de soluções. Na transferência de calor, com algumas 
aproximações, é possível se obter algumas soluções fechadas. Não sendo possível isso, 
os métodos de discretização de equações diferenciais são os meios eficazes de obtenção 
de resultados numéricos. O processo de discretização espacial consiste na substituição 
dos valores contínuos das variáveis dependentes por valores discretos espaciais, e na 
atribuição de valores discretos aos fluxos e às concentrações dos precursores. 
Nesse trabalho é adotado o método das diferenças finitas para discretização das 
equações da neutrônica, devido à geometria do problema e pela sua conhecida 
convergência para esquemas com aproximações consistentes e cujas soluções atendem 
os critérios de estabilidade [18]. Em se tratando de reatores PWR, cujas fissões ocorrem, 
na sua maioria,  na faixa térmica do espectro de energia dos nêutrons, os métodos de 
diferenças finitas requerem malhas mais refinadas, por que o livre caminho médio dos 
nêutrons é muito pequeno. Esta restrição não se aplica aos métodos nodais. Esses, 
apesar da eficiência com malhas grossas, sofrem restrições quando aplicados à 
geometria cilíndrica[19]. Um bom indício para essa afirmativa reside na raríssima 
aplicação dos métodos nodais a problemas com geometria cilíndrica. A maior parte das 
referências trata das aplicações dos métodos nodais a problemas em coordenadas 
cartesianas [20]. Destaca-se o uso das técnicas de Transformações Conformes 
(Conformal Mapping), com aplicação em núcleos hexagonais[21], ressaltado o fato que 
essa técnica é restrita à equação de Laplace bidimensional, em geometria cartesiana 
[22]. 
 A discretização espacial consiste na obtenção das Eqs. (2.1.1 e 2.1.2) nas 
intersecções das linhas da Fig. 5.1. Devido às condições de contorno expressas pelas 
Eqs.(2.1.3-2.1.9), o núcleo do reator apresenta 9 regiões específicas de discretizações,   
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mostradas na Fig. 5.2. 
 
 
 
Na Fig. 5.2 as variáveis espaciais foram discretizadas em RN  posições na direção radial, 
θN  posições na direção angular e ZN  posições axiais, gerando os pontos 
Figura 5.1: Cilindro discretizado.
Figura 5.2: Esquemas de discretizações em pontos específicos do cilindro. 
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genéricos ( )mji zr ,,θ  e, conseqüentemente, as variáveis dependentes 
( )tzr mjiggijm ,,,θϕϕ =  e ( )tzrCC mjikkijm ,,,θ= . 
 
5.2 Discretização da neutrônica no ponto genérico V. 
A discretização das Eqs.(2.1.13) e (2.1.14) num ponto genérico da malhagem é 
realizada através do processo de integração no elemento da caixa, tomando por base a 
Fig 5.3, que descreve parte de um plano do cilindro localizado na m -ésima cota axial. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para isso definimos antes um operador de integração Η~   atuando sobre o integrando 
( )tzr ,,,θΨ=Ψ , como: 
(5.2.1)   ( ) ( )tzrdzdrdrtzr zz
zz
rr
rr
m
m
j
j
i
i
,,,,,,~
2
2
2/
2/
2/
2/
θθθ
θθ
θθ
Ψ=ΨΗ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
 
Antes de realizarmos as integrações acima, devemos ter em mente as dependências em 
espaço e tempo dos fluxos, o mesmo valendo para as concentrações dos precursores de 
nêutrons, quanto às propriedades, na forma: 
(5.2.2)   ),,,( tzrVV gg θ= , 
(5.2.3)  ),,,( tzrPP gg θ= . 
Figura 5.3: Região de integração para o ponto V no m -ésimo plano axial. 
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As propriedades materiais ( )tzrP ,,,θ , tais como fgΣ , gD , etc.,  são centradas nas 
malhas enquanto as variáveis ( )tzrV ,,,θ , uma ora representando gϕ , outra ora kC , são 
centradas nas interfaces das malhas. Dessa forma, devemos ter em mente que no 
processo de discretização desses pontos, para uma variável dependente qualquer 
( )tzrV ,,,θ  e propriedades materiais ( )tzrP ,,,θ , serão sempre recorrentes os seguintes 
tipos de integrações espaciais: 
(5.2.4)   ∫∫ +
−
+
−
=
2/1
2/1
2/1
2/1
)()()(
l
l
l
l
l
x
x
x
x
xdxPVxVxdxP  , 
(5.2.5)   ∫∫∫ +
−
+
−
+=
2/1
2/1
2/1
2/1
)()()(
l
l
l
l
l
l
x
x
x
x
x
x
xdxPxdxPxdxP  . 
Na medida em que as propriedades materiais são constantes nos intervalos de integração 
e o espaçamento é tomado constante, a Eq. (5.2.5) toma a forma: 
(5.2.6)   ( )lll
l
PPxxdxP
x
x
+Δ= −∫+
−
12
)(
2/1
2/1
 . 
 Feito isto, agora podemos tratar a integração da Eq. (2.1.13) para o ponto 
genérico: 
(5.2.7)   [ ]⎪⎩
⎪⎨⎧ +∑+∑−=∂
∂
′
−
=′
′−′′′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∑∫∫∫ gg
g
ggsgggfgpg
g
g
zz
zz
rr
rr
A
t
dzdrdr
m
m
j
j
i
i
ϕδνβχϕϑθ
θθ
θθ
1
1
1
2
2
2/
2/
2/
2/
)1(1                                        
 [ ] +∑−∑−+∂∂∂∂+∂∂∂∂+∂∂∂∂+ gRgfggpggggggg AzDzDrrrDrr ϕνβχϕθϕθϕ )1(11 2  
[ ]
⎭⎬
⎫++∑−+ ∑∑
=
′
+=′
′′ g
I
k
kkagkg
G
gg
gfgpg SCA
11
)1( λχϕνβχ  . 
No Apêndice D são desenvolvidas as integrações na Eq. (5.2.7). O resultado final para 
esse ponto é dado por: 
(5.2.8)  ( ) ([{∑−
=′
−−′−−−′ +∑+∑′−ΔΔΔ=ΔΔΔ−
1
1
11111
22 45
8
11)1(
g
g
mjigfmjigf
gijm
g
izr
dt
d
zri ηθϕϑθ  
) ( )]+∑+∑+∑+∑+∑+∑+ −′−−′−−′−−−′−′−′−−′ jmgigsjmgigsmjgigsmjgigsggjmigfjmigf 111111111111 δ  
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( ) ([ ) ( +∑+∑+∑+∑+∑+∑′−+ −′−−′−′′−′−′−−′ mgijgsmgijgsggijmgfijmgfmijgfmijgfi 1111111143 δη  
)]} ++++∑+∑+ −−−′′−′ jmgigijmmgijgijmgijmgijmijmggijmgsgijmgs DIRDITDIZ 1111 ϕϕϕϕ  
( ) +++++++− + jmgigijmgijmgijmgijmgijmgijmgijmgijm DSRDSZDSTDSRDIRDITDIZ 1ϕϕ  
( ){ ([ +∑+∑−ΔΔΔ+++ −−−−−++ mjfgimjfgigijmgijmmgijgijm izrDSZDST 11111211 4581 ηθϕϕ  
) ( )]+∑+∑+∑+∑−∑+∑+ −−−−−−−−−−− jmRgijmRgimjRgimjRgijmfgijmfgi 11111111111  
( ) ([ ) ( +∑+∑+∑−∑+∑+∑+∑−+ −−−−−−−− 1111111143 RgijmmRgijmRgijfgijmfgijmmfgijmfgiji η  
)]} ( )( )[∑
+=′
−′−−′−−′−−−′ +∑+∑+∑+∑−′ΔΔΔ+∑+
G
gg
jmigfjmigfmjigfmjigfgijmRgijm izr
1
11111111
2 45
8
1 ηθϕ
 ( )( )] ∑
=
′′−′−′−−′ +ΔΔΔ−+∑+∑+∑+∑−+
I
k
kijmkagkijmgijmgfijmgfmijgfmijgf Czrii
1
2
1111 )1(43 λχθϕ  
( )( )[ ++++−ΔΔΔ+ −−−−−−−− jmgijmgimjgimjgi SSSSizr 111111112 4581 θ  
( )( )]gijmgijmmgijmgij SSSSi +++−+ −−−− 111143  , 
onde: 
(5.2.9) gpgA ′−=′ νβχη )1( , 
 (5.2.10) ( )( )jmgijmgimjgimjgigijm DDDDizDIR 111111112341 −−−−−−−− +++−ΔΔ= θ  , 
(5.2.11) ( )( )gijmgijmmgijmgijgijm DDDDizDSR +++−ΔΔ= −−−− 11112141 θ , 
(5.2.12)  +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−⎢⎣
⎡ +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= −−−−− 1
2/1ln
2/3
1ln
2
1
11111 i
iD
i
iDzDIT mgijmjgigijm θ  
⎥⎦
⎤⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+ −−− 1
2/1ln
2/3
1ln 111 i
iD
i
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(5.2.13)  +⎢⎣
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⎞⎜⎝
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−
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(5.2.14)  ( )( ) ( )( )[ ]111111112 4/34/541 −−−−−−−− +−++−ΔΔΔ= gijmmgijjmgimjgigijm DDiDDizrDIZ θ  
.(5.2.15)  ( )( ) ( )( )[ ]gijmmgijjmgimjgigijm DDiDDizrDSZ +−++−ΔΔΔ= −−−− 1111
2
4/34/5
4
1 θ  
(5.2.16)  gpgA νβχη )1( −= , 
Para a equação Eq. (2.1.14), o processo de integração conduz ao seguinte resultado, 
também mostrado no Apêndice D:  
(5.2.17)  ( )([ +∑+∑−ΔΔΔ=ΔΔΔ− −−′−−−′
=′
′∑ mjigfmjigfG
g
g
kkijm izrA
dt
dC
zri 11111
1
22 45
8
)1( νθβθ  
) ( )( )] +∑+∑+∑+∑−+∑+∑+ ′′−′−′−−′−′−−′ ijmgijmgfijmgfmijgfmijgfjmigfjmigf i ϕ1111111 43  
kijmkCzri λθΔΔΔ−− 2)1(  . 
5.3 Discretização da neutrônica no ponto genérico IV. 
 O ponto genérico IV, assim como os pontos I e VII, apresentam a peculiaridade 
da Eq. (2.1.13) ser singular em 0=r . Além do mais, na origem a equação torna 
indeterminada, levando-se em consideração a condição de contorno expressa pela Eq. 
(2.1.3). Com isto, nessa seção são ressaltadas as peculiaridades inerentes aos pontos 
situados na linha central do núcleo, ficando para o Apêndice D os tratamentos mais 
detalhados do processo de discretização. Conforme restrição 1, capítulo 4, as 
propriedades materiais são uniformes na região central do núcleo. 
 Tomando a cota genérica m na linha central LC  do cilindro, vemos que, para 
essa linha o fluxo independe do ângulo θ , sendo função somente de r . O mesmo é 
assumido para as propriedades materiais, que são consideradas uniformes na região 
central RC  do núcleo. Por outro lado, como a Eq. (2.1.13) é singular na linha central, 
ela não é  adequada para ser utilizada na discretização ao longo da linha central. Essa 
adequação é detalha na referência [23], para o operador difusão na geometria r e θ . 
Nessa referência, a indeterminação que surge no termo devido à derivada em r é 
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levantada com a utilização da regra de L’Hôpital [24]. Com isto, a equação para os 
nêutrons prontos, utilizada na discretização do ponto genérico ( )mji ,, , toma a seguinte 
forma, quando tratada a região central : 
(5.3.1)   [ ] +∂∂+∑+∑−=∂∂ ′
−
=′
′−′′′∑ 2
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1
1 2)1(
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)1()1(   
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g
I
k
kkagk SC ++∑
=1
λχ , 
onde, o sobrescrito RC  indica que a propriedade se refere à região central do cilindro. 
Para os nêutrons atrasados temos a seguinte equação: 
(5.3.2)   kk
G
g
g
RC
gfgk
k CA
t
C λϕνβ −∑=∂
∂ ∑
=′
′′′
1
 .  
 A Fig.5.4 abaixo, representando um plano numa posição z qualquer, ilustra a 
representação da região central. 
 
 
 
 
 
 
Agora, podemos integrar a Eq. (5.3.1) nos intervalos 2/0 rr Δ≤≤  e 
2/2/ zzzzz mm Δ+≤≤Δ−  , ou seja, 
(5.3.3)   ( )⎢⎢⎣
⎡ +∂
∂+∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
Δ+
Δ−
Δ ∑∫∫ 2
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1
1
2
2
2
0
21
r
D
t
dzdr gRCgg
g
g
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ggsgg
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g
g
zz
zz
r m
m
ϕϕδηϕϑ  
Figura 5.4: Malha para integração na linha central. 
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g SCz
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z 11
λχϕηϕηϕ  , 
onde foram utilizadas as definições para η′e η , dadas por (5.2.9) e (5.2.16), 
respectivamente. Doravante, para fins de simplificação, centraremos nossa atenção no 
termo que contem a derivada em r . Pelo fato dele requerer algumas aproximações, 
estas devem serem explicitadas aqui. Para o 3o termo na Eq. (5.2.3) temos a seguinte 
integral: 
(5.3.4)   
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drDdz
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que fica, então, 
(5.3.5)   ∫∫
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cujo resultado dá: 
(5.3.6) ⎟⎟⎠
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O segundo termo entre parênteses é nulo, devido à Eq. (2.1.3). Já para a primeira 
derivada entre os parênteses é tomada a seguinte aproximação: 
(5.3.7)   
rr
LC
gg
r
g
Δ
−≅∂
∂ Δ ϕϕϕ 22 ( , 
onde 2gϕ(  representa toda a contribuição dos valores vizinhos, situado na circunferência 
definida por rr Δ=2 . Utilizando os coeficientes de difusão como pesos, podemos definir 
2gϕ(  como: 
(5.3.8)   ∑
=
= θ ϕωϖϕ
N
j
jggj
g
g
1
22
1(  , 
onde, para qualquer nó m , temos: 
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(5.3.9)  jmgjmgmjgmjgjmgjmgmjgmjggjm DDDDDDDD 2112111211112111 +++++++= −−−−−−−−ω , 
junto com, 
(5.3.10)  ∑
=
= θ ωϖ
N
j
gjmgm
1
 , 
observando que:  
(5.3.11)  ++++++= −−−− mNgmNgmgmgmNgmNgmg DDDDDD θθθθω 2112111112111  
mgmg DD 2111 ++  
Dessa forma, substituindo a Eq. (5.3.8) na Eq. (5.3.7), fica, 
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. 
Agora, substituindo a Eq. (5.3.12) na Eq. (5.3.6), fica: 
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que fica, após rearranjos: 
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Alternando a integração com o somatório, após alguns arranjos, temos: 
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que, lembrando (5.2.4), fica, 
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Tendo em mente (5.2.5) e utilizando (5.2.6) na Eq. (5.3.16) temos, após rearranjos,  
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É interessante notar que esse procedimento é recorrente para os pontos I e VII, 
considerando somente os limites de integração em z , e conseqüentemente, as condições 
de contorno na base e no topo do cilindro. 
 O resultado final da discretização no ponto IV é dado por: 
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onde: 
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Para a Eq. (5.3.2) o resultado final é o seguinte: 
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5.4 Discretização da neutrônica no ponto genérico III. 
 A discretização no ponto genérico III é tratada aqui porque ele exibe três 
aspectos distintos dos que se verificam nos demais pontos do contorno: esse ponto está 
localizado na aresta do cilindro, assim como o ponto IX; por conseguinte, está situado 
numa extremidade do cilindro, como os pontos I, II, VII, VIII e IX. O argumento da 
localização na aresta acarreta a localização do ponto no raio do cilindro, como os pontos 
VI e IX. Dessa forma, a discretização nesse ponto permite observar a aplicação da 
condição de contorno do fluxo nulo na distância extrapolada, conforme as Eqs. (2.1.7), 
(2.1.8) e (2.1.9). A discretização no ponto II é uma combinação de vários passos 
realizados na discretização do ponto III. 
 A discretização no ponto III é dada por: 
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conforme Apêndice D. O resultado final para as equações dos fluxos e dos precursores 
de nêutrons atrasados são dadas a seguir, ficando os detalhamentos algébricos para o 
Apêndice D. 
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(5.4.8)  ( )( )11121 452 jgNjgNRjgN RRR DDNzrDSZ +−ΔΔΔ= −θ  . 
 Para os precursores temos o seguinte: 
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5.5 Compactação das equações da neutrônica. 
 O conjunto de equações transientes, discretizadas anteriormente, é compactado 
segundo um arranjo matricial M  que representa os grupos de nêutrons prontos e os 
grupos de precursores de nêutrons atrasados. O vetor com o termo de fonte externa é 
definido pelo vetor S  . Agora, definimos um vetor Φ  com o seguinte ordenamento: 
(5.5.1)  [ ,...,,...,,...,,,,,...,,, 1131122111321122111111111311121111 θθ ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ NNNNNLC RRRcol −=Φ  
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,,...,,...,,,,,...,,,,,..., 212221132212221211121131212121211 θθ ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ NNNNLCNN RRRR −  
,...,...,,,,...,,,,,...,,,...,, 2112211111131121121213 ZRZZRZRZZZR NNNNNNNNN
LC
NNNN ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ θθ −  
,...,...,,,,,...,,,,,...,...,..., 2122321222111211122311221121112 RRRZRZ NNN
LC
NNNNN ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ θθ −  
,...,...,,,...,,...,,,,,...,,,, 222232222222322222212211222312221222 θθθ ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ NNNNNNNLC RRRR −  
      * * * 
,...,,,...,,,,,,...,,..., 22212112231221212123122 ZZRZRZZZR NNNNNNN
LC
NNNNN a ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ θθθ −  
,.....,,...,..., 22222 ZRZZR NNNNNNN θθ ϕϕϕ  
      * * * 
,,...,,,...,,...,,,,,...,,,, 1131221321221111113112111 θθθ ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ NGNNGNGGNGGGNGNGGLCG RRRR −  
,,...,,...,,,...,,,,,...,,,, 223223222322222121123122122 θϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ NGGNGGNGGGNGNGGLCG RRRR −  
,,...,,....,,...,,,...,,,...,, 21322313213223 ZRZRRR NNGNNGNGNGGNGNGNNG θθθθ ϕϕϕϕϕϕϕϕ  
,,...,,,...,,...,,,,,...,,,, 111131122111321122111111111311121111 θθθ NNNNNNN
LC
RRRR
CCCCCCCCCCC −  
,...,,,...,,,...,,...,,,,,...,,,, 212132122211322122212111211312121212 θθθ NNNNNNN
LC
RRRR
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,...,...,,...,,...,,,,...,,,, 11221122111111311211 ZRZZRZZRZRZZZ NNNNNNNNNNNNNN
LC
N CCCCCCCCC θθ−  
,,...,,,...,,...,,,,,...,,,, 121231222122321222111211122311221121 θθθ NNNNNNN
LC
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,...,,...,,,...,,...,,,,,...,,,, 222232222222322222212211222312221222 θθθ NNNNNNN
LC
RRRR
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      * * * 
,...,...,,...,,...,,,,...,,,, 22222222121122312212 ZRZZRZZRZRZZZ NNNNNNNNNNNNNN
LC
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      * * * 
,,...,,,...,,...,,,,,...,,,, 1131221321221111113112111 θθθ NINNINIINIIININII
LC
I RRRR
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,,...,,...,,,...,,,,,...,,,, 223223222322222121123122122 θNIINNINIIININII
LC
I CCCCCCCCCCC RGRRR −  
]
ZRZRRR NNINNININIINININNI
CCCCCCCC θθθθ ,...,,....,,...,,,...,,,...,, 21322313213223  . 
Note que o vetor Ψ  tem um total de ( )[ ] ( )IGNNNV ZR ++−= 11 θ   variáveis 
desconhecidas. Por exemplo, um problema caracterizado por: 
3=RN , 3=θN , 2=ZN , 2=G  e 1=I , tem um total de 42=V  variáveis. O vetor 
Φ desse problema é dado por: 
(5.5.2)  [ ,,,,,,,,,,,,, 123213221222131212121213311231132112211311121111 ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ LCLCcol=Φ  
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,,,,,,,,,,,,,,,,, 1123322232232222222312221222233122312321222123112211211332
LCLCLC Cϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ         
]13321232132212221312121212133112311321122113111211 ,,,,,,,,,,,,, CCCCCCCCCCCCC LC  . 
Com isto temos a seguinte equação matricial: 
(5.5.3)       SM
dt
d +Φ=Φ . 
No Apêndice D é mostrado um bloco da matriz M , representando o termo de difusão 
para uma discretização bidimensional em ( )θ,r , para 5=RN  e 8=θN .  
5.6 Solução estacionária das equações da neutrônica. 
 A condição inicial do reator é estabelecida ora pelo conhecimento da 
distribuição de fluxo de nêutrons como um dado de entrada para a análise, ora, como é 
usual, calculando essa distribuição utilizando, a pesquisa de criticalidade pela busca de 
uma configuração de barras de controle e de concentração de boro, refletidas nos 
valores das constantes macroscópicas. Quando o núcleo do reator se encontra na 
condição de criticalidade a fonte externa de nêutrons é desprezível em face dos nêutrons 
de fissão. Dessa forma, tomando 1=τ  e anulando as Eqs. (2.1.1) e (2.1.2), temos:  
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Substituindo a Eq. (5.6.2), e considerando, 
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temos: 
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Nessa equação de autovalor 
efK
1 , a obtenção dos fluxos é realizada iterativamente, via 
o método SOR (Successive Over-Relaxation) [25].  
Num ponto genérico ( )mji ,, , numa iteração p ,  a equação que fornece o valor 
do fluxo num grupo de energia g  é dada por: 
(5.6.5) [ +++++−= −−−−− )( 1)( 1)( 11)1()( )1( p mgijIgijmpgijmIgijmp ijmggijmggijmpgijmpgijm TZEB ϕϕϕζϕζϕ  
] gijmpgijmSgijmp mgijSgijmp jmgiSgijmp jmgiIgijm DZTRR /)1( 1)1( 1)1( 1)( 1 −−−−−−− ++++ ϕϕϕϕ , 
com, 
(5.6.6) ( )[ ]∑
=′
−
′=
G
g
p
gijmijmg
ef
g
gijm FK
B
1
1ϕχ  , 
onde: 
=ζ fator de relaxação ( )21 << ζ , 
=gijmB termo de fonte mantida fixa na iteração interna,  
=− gijmgE 1 coeficiente associado com a discretização espacial do termo 11 −−Σ ggsg ϕ ,  
=I
gijm
Z  coeficiente associado com a discretização espacial do termo de difusão 
axial, gerando uma diagonal inferior, 
=I
gijm
T  coeficiente associado com a discretização espacial do termo de difusão   
angular, gerando uma diagonal inferior, 
=I
gijm
R  coeficiente associado com a discretização espacial do termo de difusão 
radial, gerando outra diagonal inferior, 
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=S
gijm
R  coeficiente associado com a discretização espacial do termo de difusão 
radial, gerando uma terceira diagonal superior, 
=S
gijm
T  coeficiente associado com a discretização espacial do termo de difusão   
angular, gerando outra diagonal superior, 
=S
gijm
Z  coeficiente associado com a discretização espacial do termo de difusão 
axial, gerando uma terceira diagonal superior, 
=gijmF coeficiente associado com a discretização espacial do termo gfgg ϕν Σ ,  
gijm
SSSIII
gijm OZTRRTZD gijmgijmgijmgijmgijmgijm ++++++= , 
o termo da diagonal principal, com gijmO  contendo termos desassociados da a difusão . 
É importante ter em mente que a Eq. (5.6.5) é resolvida marchando na malha, primeiro: 
do ponto central para o último ponto radial; segundo: ao longo da malha angular; e por 
último: na malha axial, começando sempre do grupo 1 de energia.  
Para determinação do fator de multiplicação efetivo do reator definimos primeiro 
o seguinte termo: 
(5.6.7) ( ) ( ) ( )∑
=
∑=
G
g
p
gfgg
p zrzrzrS
1
)()( 0,,,0,,,,, θϕθνθ . 
Com o uso do tradicional Método das Potência, o fator de multiplicação efetivo é dado 
por: 
(5.6.8) 
( )
( )∫∫∫
∫∫∫
−
−=
zrSdr
zrSdr
KK
p
p
p
ef
p
ef
,,
,,
)1(3
)(3
)1()(
θ
θ
,  
através de um processo iterativo. O método de extrapolação de fonte de Chebyshev 
[26,27] é adotado em nossa programação computacional, visando acelerar a 
convergência da Eq. (5.6.8). Para isso, temos:   
(5.6.9)  11111111 )1(),,( −+++++++ −+−+′== pgppgpppgppgpg ssszrss ββααθ , ,...2,1,0=p , 
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onde, nesse contexto,  
(5.6.10)  ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡=
+
+
)(
)(4
1
1
γ
γ
σα p
pp
T
T
, 
(5.6.11)  
)(
)(11
γ
γβ
p
pp
T
T −+ = , 
onde 
1
2
λ
λσ = é a chamada razão de dominância; 1λ  e 2λ  são da família de autovalores 
da matriz 1−FA , do problema, 
(5.6.12)  φφ F
K
A
ef
1= , 
onde nn λλλλ >>> −121 ...  . 
 (5.6.13)  σα −= 2
21 , 
(5.6.14)  ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −= − 12cosh 1 σγ , 
(5.6.15)  01 =β , 
onde )(xTm  são os polinômios de Chebyshev de ordem 0≥m , dados por: 
(5.6.16)  )coscos()( 1 xmxTm
−= ; se 11 ≤≤− x , 
(5.6.17)  )coscosh()( 1 xmxTm
−= ; se 1>x . 
Desde que: 
(5.6.18)  1)(0 =xT  , 
(5. 6.19)  xxT =)(1  , 
a relação de recorrência para gerar os polinômios de ordem 1>m , é dada por: 
 (5. 6.20)  )()(2)( 21 xTxxTxT mmm −− −= . 
 52
5.7 Cálculo estacionário das temperaturas nos termopares. 
 Para cálculo das temperaturas no regime estacionário, admitiremos que as 
propriedades térmicas dos materiais na vareta assumem valores médios, de tal forma 
que não variam no espaço da vareta. O mesmo vale para a densidade de potência. Além 
disso, a vareta é seccionada da mesma maneira que a discretização axial da neutrônica. 
A condução axial na vareta é desprezada em face do comprimento ser bem maior que o 
raio da vareta. Feito isto, as equações numa seção axial de comprimento zΔ  ficam: 
(5.7.1)   0),,(
),,( =′′′+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
∂
∂ zrq
r
zrT
r
rr
K ff θθ)))) , 
(5.7.2)   0
),,( =⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂
∂
∂
r
zrTr
rr
K cc ))))
θ
, 
 (5.7.3) 0),,(),,( =′′+∂
∂− zrq
A
P
z
zrT
A
mc
C
aqr
C
r θθ& . 
As condições de contornos das equações acima são as seguintes [28]:  
 (5.7.4)   0
0
=∂
∂ =rf
r
T
)
) , 
(5.7.5)   sfff TRT =)( , 
(5.7.6)   icccc TRT =− )( δ , 
(5.7.6)   sccc TRT =)( , 
 (5.7.8)   rinr TT =)0( . 
(5.7.9)  )( icsfgg TThq −=′′ , 
onde: 
=sfT temperatura na superfície externa da pastilha combustível, 
=icT temperatura na superfície interna do revestimento, 
=scT temperatura na superfície externa do revestimento, 
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=rinT temperatura do refrigerante na entrada do canal, igual para todos os canais, 
=cδ  espessura do revestimento,  
=gh resistência térmica na folga entre a pastilha e o revestimento.  
 
Da Eq. (5.7.1) temos 
(5.7.10)  
f
sfLCf k
qR
TT
4
′′′+= , 
onde LCfT é a temperatura no centro da pastilha, nessa seção. 
 Desde que 
2
qR
q f
′′′=′′ , utilizando a Eq. (5.7.9) temos: 
(5.7.11)  
g
f
icsf h
qR
TT
2
′′′+= . 
 Utilizando a Eq. (5.7.2) temos: 
(5.7.12)  ( )⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
++
′′′+=
gf
c
c
f
scic Rk
qR
TT δ
δ
1ln
2
2
, 
onde gδ  é a espessura da folga entre a pastilha e o revestimento. 
 Utilizando Eq. (2.26) temos: 
(5.7.13)  
r
f
rsc h
qR
TT
2
′′′+= . 
 A temperatura no seio do refrigerante é obtida utilizando Eq. (2.2.6) em z. 
 (5.7.14) [ ])()(),,,( zTzThtzrq rscr −=′′ θ . 
Dessa forma, utilizando a Eq. (5.7.3), temos: 
(5.7.15) [ ])()(
2
zTzzTmczP
qR
rrraq
f −Δ+=Δ′′′ & . 
Considerando, 
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(5.7.16)  
2
)()( zTzzTT rrr
+Δ+= , 
então temos: 
(5.7.17)  )(2)( zTTzzT rrr −=Δ+ . 
Substituindo a Eq. (5.7.17) na Eq. (5.7.15) fica, após rearranjos: 
(5.7.18) zP
mc
qR
zTT aq
r
f
rr Δ
′′′+= &4)( . 
Finalmente, podemos marchar pelo canal, calculando as temperaturas no meio 
das seções axiais dos canais dos termopares pela Eq. (5.7.18), calculando as 
temperaturas nas interfaces das seções pela Eq. (5.7.17), até atingir a saída do canal na 
posição Hz = . 
Como as densidades de calor são calculadas em cada ponto da malhagem da 
neutrônica, em cada seção do canal dos termopares é ajustada uma curva quadrática nos 
pontos axiais vizinhos, e é tomada a média da função quadrática na seção. 
Em cada seção axial são realizadas algumas iterações, para atualizar os valores 
das propriedades com as temperaturas. Isso se repete até que a temperatura no centro da 
pastilha deixa de variar dentro de uma precisão pré-fixada.  
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CAPÍTULO 6 
 
RESULTADOS 
6.1 Validação do programa para cálculo dos fluxos 
Desde que o cálculo das temperaturas requer o conhecimento das densidades de 
potência, e essa por outro lado depende da determinação da distribuição do fluxo no 
núcleo, precisamos validar o código para o cálculo do fluxo de nêutrons. Isso foi 
realizado comparando os resultados do código desenvolvido nesse trabalho com o 
resultado do CITATION [13]. Foram executados vários casos para validação. No 
entanto, está representado aqui aquele que apresenta piores resultados. Para este caso 
foram  utilizados os parâmetros macroscópicos a 2 grupos de energia, mostrados na 
Tabela 6.1, cujo núcleo apresenta uma configuração de arranjos combustíveis 
semelhante a de Angra 1. Dessa forma, o raio desse núcleo foi assumido como sendo de 
1.315m e a altura de 3.66m. Para completar a uniformidade do material nesse núcleo, a 
região que circunda os arranjos externos foi preenchida com o material dado pela 
Tabela 6.1. Com isto, temos um problema 3D, que o CITATION resolve na geometria 
(r,z). Para o código da tese, denominado BARCA  e cuja estrutura básica é mostrada no 
Apêndice F, foi utilizado uma discretização com 11=RN , 60=θN  ,  3=ZN  e um 
valor fixo para o fator de relaxação, 4.1=ζ , em todos os cálculos. Para a convergência 
dos fluxos e do efK  foi utilizada uma precisão de 10
-6 em ambos os programas. Na 
discretização com o código CITATION foram utilizados 10 pontos na direção radial e 3 
na axial. Contudo, devemos ter em mente que esses pontos não são coincidentes entre os 
resultados dos códigos, para comparações dos valores dos fluxos, devido às formas de 
discretizações de cada código. 
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A Tabela 6.2 mostra os valore de efK calculados pelo programa desenvolvido nessa tese 
e aquele calculado pelo código CITATION, além da percentagem de erro calculado pela 
expressão 1001 x
CITATION
BARCA ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ − .  
 
 
 
 
 
É possível que a percentagem de erro, de menos de 1% entre o valor do Kef 
calculado nesse trabalho e o calculado no  código CITATION, tenha influência da 
diferença na discretização adotada em cada código. Enquanto nesse trabalho o 
espaçamento radial é constante, a menos da região central, no CITATION ele varia 
devido a discretização lá ser realizada mantendo os volumes constantes. A forma dos 
fluxos são ilustradas nas figuras 6.1 e 6.2. Nota-se que as diferenças nas curvaturas dos 
fluxos refletem a diferença nos valores dos fatores de multiplicação efetivo em cada 
discretização. Este resultado demonstra que o código desenvolvido nessa tese, para 
determinar as temperaturas nas posições dos termopares, fornece resultados razoáveis. 
Tabela 6.1: Constantes macroscópicas para validação do programa da tese. 
    
 
  
      1          0.002            0.0             1.2           0.01               2.4           1.0 
      1          0.002            0.0             1.2           0.01               2.4           1.0 
       
( )1−Σ cmcg  ( )1−Σ cmfg  ( )cmDg  ( )1−Σ cmsg  gν  gχ  g  
% ERRO CITATION BARCA 
1.74324 1.727016 -0.93942 
Tabela 6.2: Valores do Kef. 
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6.2 Configuração do núcleo de Angra1 
 Antes da determinação das temperaturas nas posições dos termopares, damos a 
descrição do núcleo da central nuclear Angra1. Com base no FSAR[4], o núcleo é 
composto de oito regiões materiais, mostradas na Fig 6.3. Na tabela 6.3 são mostrados 
os valores das constantes macroscópicas dos materiais das regiões para uma estrutura de 
dois grupos, tomando por base as referências [29,30]. 
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Figura 6.3: Regiões materiais do núcleo de Angra1. 
Figura 6.1: Forma dos fluxos calculado 
nesse trabalho
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Figura 6.2: Forma dos fluxos calculado 
pelo código CITATION. 
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A tabela 6.3 mostra os valores das constantes macroscópicas dos materiais que 
compõem essas regiões. Na tabela 6.3, os materiais 9 e 10 são devidos aos valores dos 
arranjos com as barras de controle. O material 11, célula extra-núcleo, é devido à água 
que circunda o núcleo para dar a forma cilíndrica. 
 
 
 
 
                                             GRUPO 1=g  
                                              
       I                                                                                                       Célula (I) 
 
       1      .6926E-02        .2278E-02     .1410E+01     .1736E-01             2.1%      
       2      .7188E-02        .2277E-02     .1422E+01     .1665E-01       2.1% + 8VQ      
       3      .6943E-02        .2563E-02     .1405E+01     .1685E-01             2.6%      
       4      .7208E-02        .2563E-02     .1418E+01     .1613E-01       2.6% + 8VQ      
       5      .7340E-02        .2563E-02     .1424E+01     .1578E-01      2.6% + 12VQ      
       6      .7473E-02        .2563E-02     .1431E+01     .1542E-01      2.6% + 16VQ      
       7      .6971E-02        .2839E-02     .1402E+01     .1641E-01             3.1%      
       8      .7235E-02        .2839E-02     .1415E+01     .1569E-01       3.1% + 8VQ      
       9      .8838E-02        .2277E-02     .1380E+01     .1505E-01        2.1% + BC      
     10      .8858E-02        .2563E-02     .1376E+01     .1453E-01        2.6% + BC      
     11      .1512E-02        .0000E+00    .1437E+01     .2414E-01      Extra-Núcleo      
  
                                            GRUPO 2=g  
  
       1      .3763E-01        .4308E-01     .3815E+00     .0000E+00             2.1%      
       2      .4612E-01        .4308E-01     .3846E+00     .0000E+00       2.1% + 8VQ      
       3      .3855E-01        .5180E-01     .3810E+00     .0000E+00             2.6%      
       4      .4738E-01        .5180E-01     .3841E+00     .0000E+00       2.6% + 8VQ      
       5      .5179E-01        .5180E-01     .3856E+00     .0000E+00      2.6% + 12VQ      
       6      .5620E-01        .5180E-01     .3871E+00     .0000E+00      2.6% + 16VQ      
       7      .3941E-01        .6009E-01     .3809E+00     .0000E+00             3.1%      
       8      .4824E-01        .6009E-01     .3839E+00     .0000E+00       3.1% + 8VQ      
       9      .8841E-01        .4308E-01     .3816E+00     .0000E+00        2.1% + BC      
     10      .8967E-01        .5180E-01     .3776E+00     .0000E+00        2.6% + BC      
     11      .5296E-01         .0000E00     .2993E+00     .0000E+00      Extra-Núcleo      
( )1−Σ cmcg  ( )1−Σ cmfg  ( )cmDg  ( )1−Σ cmsg  
Tabela 6.3: Constantes macroscópicas a 2 grupos de energia para Angra1. 
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 6.3 Distribuição dos termopares no núcleo de Angra1 
 No núcleo de Angra1 existem trinta e nove termopares. A Fig. 6.4 mostra a 
distribuição desses termopares.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6.4 Temperaturas antes da queda da barra. 
 O programa computacional desenvolvido nesse trabalho calculou as 
temperaturas iniciais, anterior à queda das barras, nas posições desses termopares. Para 
isso foi gerado o estacionário neutrônico para uma configuração em que todas as barras 
de controle se encontram fora do núcleo. Para essa configuração foi encontrado um 
valor de efK igual a 0.98960. Esse valor foi considerado como o valor do estado crítico 
pelo fato dele estar próximo de valores calculados na referência [29]. As temperaturas 
calculadas, na unidade graus Celsius, são mostrados na Fig. 6.5. Foi utilizada uma 
discretização envolvendo 19 pontos radiais, 64 angulares e 7 axiais. Para os fluxos, o 
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Figura 6.4: Posições dos termopares em Angra1. 
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fator de multiplicação efetivo, e para os cálculos das temperaturas nas posições dos 
termopares, a precisão foi fixada em 10-5 .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6.5 Diferenças de temperaturas para diferentes posições de queda de barra. 
 Das 33 posições de barras de controle mostradas na Fig.3.2, foram escolhidas 8 
barras representando diferentes posições de quedas de barra. São mostrados, em cada 
posição, o mapa das barras de controle com destaque para a posição da barra caída, e a 
distribuição das diferenças das temperaturas entre o valor inicial e após a queda da 
barra. Esse procedimento é adotado pela verificação de que para algumas posições dos 
termopares, as temperaturas diminuem muito pouco na presença da barra caída, com a 
possibilidade da variação ficar abaixo da precisão do termopar. O Apêndice G mostra 
que a medida da diferença entre as temperaturas antes e após a queda nos termopares é 
uma informação mais precisa que o valor da temperatura em si pelo fato da diferença  
independer do erro embutido na medida dos termopares. 
Figura 6.5: Temperaturas iniciais nos termopares. 
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6.5.1 Barra caída do banco C no centro. 
 A Fig. 6.6 mostra o destaque da barra central caída, posição G7. Na Fig.6.7 é 
mostrada as diferenças de temperaturas nos termopares. Os fluxos rápido e térmicos 
radiais são mostrados nas Figs.6.8 e 6.9, antes e após a queda da barra, no plano axial 
médio da altura do núcleo.  
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Figura 6.6: Barra caída na posição G7.  
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Figura 6.7: Diferenças de temperaturas para G7. 
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6.5.2 Barra caída na posição G11. 
 A Fig. 6.10 mostra o destaque da barra caída na posição G11. Na Fig.6.11 é 
mostrada as diferenças de temperaturas nos termopares. As Figs.6.12 e 6.13 mostram os 
fluxos rápido e térmico antes e após a queda da barra, no plano axial médio da altura do 
núcleo, no plano angular 1.  
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Figura 6.10: Barra caída na posição G11.  
Figura 6.8: Fluxo rápido para G7.  
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Figura 6.9: Fluxo térmico para G7.
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6.5.3 Barra caída na posição D10. 
 A Fig. 6.14 mostra o destaque da barra caída na posição D10. Na Fig.6.15 é 
mostrada as diferenças de temperaturas nos termopares. As Figs.6.16 e 6.17 mostram os 
fluxos rápido e térmico antes e após a queda da barra, no plano axial médio da altura do 
núcleo, e no plano de ordenada angular 9.  
 
Figura 6.12: Fluxo rápido para G11.  
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Figura 6.13: Fluxo térmico para G11. 
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Figura 6.11: Diferenças de temperaturas para G11. 
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Figura 6.14: Barra caída na posição D10.  
Figura 6.16: Fluxo rápido para D10.  
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Figura 6.17: Fluxo térmico para D10.  
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Figura 6.15: Diferenças de temperaturas para D10. 
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6.5.4 Barra caída na posição C7. 
 A Fig. 6.18 mostra o destaque da barra caída na posição C7. Na Fig.6.19 é 
mostrada as diferenças de temperaturas nos termopares. As Figs.6.20 e 6.21 mostram os 
fluxos rápido e térmico antes e após a queda da barra, no plano axial médio da altura do 
núcleo, e no plano de ordenada angular 17.  
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Figura 6.18: Barra caída na posição C7.  
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Figura 6.19: Diferenças de temperaturas para C7. 
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6.5.5 Barra caída na posição D4. 
 A Fig. 6.22 mostra o destaque da barra caída na posição D4. Na Fig.6.23 é 
mostrada as diferenças de temperaturas nos termopares. As Figs.6.24 e 6.25 mostram os 
fluxos rápido e térmico antes e após a queda da barra, no plano axial médio da altura do 
núcleo, e no plano de ordenada angular 25.  
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Figura 6.22: Barra caída na posição D4.  
Figura 6.20: Fluxo rápido para C7.  
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Figura 6.21: Fluxo térmico para C7.  
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6.5.6 Barra caída na posição J4. 
 A Fig. 6.26 mostra o destaque da barra caída na posição J4. Na Fig.6.27 é 
mostrada as diferenças de temperaturas nos termopares. As Figs.6.28 e 6.29 mostram os 
fluxos rápido e térmico antes e após a queda da barra, no plano axial médio da altura do 
núcleo, e no plano de ordenada angular 41.  
 
 
 
 
Figura 6.24: Fluxo rápido para D4.  
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Figura 6.25: Fluxo térmico para D4.  
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Figura 6.23: Diferenças de temperaturas para D4. 
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Figura 6.26: Barra caída na posição J4.  
Figura 6.28: Fluxo rápido para J4.  
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Figura 6.29: Fluxo térmico para J4.  
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Figura 6.27: Diferenças de temperaturas para J4. 
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6.5.7 Barra caída na posição K7. 
 A Fig. 6.30 mostra o destaque da barra caída na posição K7. Na Fig.6.31 é 
mostrada as diferenças de temperaturas nos termopares. As Figs.6.32 e 6.33 mostram os 
fluxos rápido e térmico antes e após a queda da barra, no plano axial médio da altura do 
núcleo, e no plano de ordenada angular 49.  
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Figura 6.30: Barra caída na posição K7.  
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Figura 6.31: Diferenças de temperaturas para K7. 
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6.5.8 Barra caída na posição L6. 
 A Fig. 6.34 mostra o destaque da barra caída na posição L6. Na Fig.6.35 é 
mostrada as diferenças de temperaturas nos termopares. As Figs.6.36 e 6.37 mostram os 
fluxos rápido e térmico antes e após a queda da barra, no plano axial médio da altura do 
núcleo, e no plano de ordenada angular 47. Esse mostra a sensibilidade da metodologia  
para queda de barras próximas, barras K7 e L6.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.32: Fluxo rápido para K7.  
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Figura 6.33: Fluxo térmico para K7.  
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Figura 6.34: Barra caída na posição L6.  
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Figura 6.35: Diferenças de temperaturas para L6. 
Figura 6.36: Fluxo rápido para L6.  
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Figura 6.37: Fluxo térmico para L6.  
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CAPÍTULO 7 
 
COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 
7.1 Programa computacional para determinação de temperaturas nas posições dos 
termopares do núcleo 
Nessa tese foi desenvolvido um código neutrônico-termoidráulico específico, 
batizado como BARCA, para a análise do evento da queda de barra de controle num 
núcleo de um reator PWR. A adequação para cálculos neutrônicos foi comprovada 
confrontando o cálculo do fator de multiplicação efetivo do núcleo com o obtido com 
um código consagrado. Os resultados mostraram que a pequena diferença deve ser 
creditada à diferença na discretização espacial radial do núcleo. 
O acoplamento da neutrônica com a termoidráulica, utilizando um modelo de 
transferência de calor estacionário na vareta, fornece os valores das temperaturas nas 
saídas dos canais associados com os termopares previamente indicados nos dados de 
entrada do código.  
O código desenvolvido apresenta a vantagem sobre o código CITATION no 
tocante ao mapeamento cilíndrico das propriedades materiais. Para um núcleo da 
complexidade de um PWR, onde cada arranjo pode corresponder a diferentes 
propriedades materiais, a geração das constantes a partir das malhagens é bastante 
laboriosa, no caso da geometria cilíndrica. No código BARCA foi desenvolvida uma 
forma de cilindrização que pondera essas propriedades de forma automatizada, 
independendo do refinamento da malha. Códigos como o CITATION necessitam de um 
pré-processamento dessas propriedades, a cada configuração das propriedades do 
núcleo. 
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7.2 Análise das temperaturas nos termopares antes da queda das barras de 
controle 
As temperaturas anteriores à queda das barras de controle apresenta resultados 
consistentes com informação extraída do FSAR e do documento de Sistemas Básicos de 
Usinas Nucleares(SBUN), de Angra 1[4,31]. O FSAR,  numa tabela com dados do 
projeto do reator, indica um acréscimo de 36.89 graus Celsius na temperatura do 
refrigerante do núcleo. Por outro lado, na mesma tabela, consta uma temperatura de 
287.5 graus Celsius da água na entrada, ao que tudo indica, correspondendo à 
temperatura da água na perna fria junto a entrada do vaso do reator. Essa mesma 
temperatura consta na referência no SBUN como a temperatura de saída do gerador de 
vapor no lado primário. É interessante observar que o SBUN indica um valor de 324.3 
graus Celsius para a temperatura de entrada da água no gerador do lado primário. Dessa 
forma foi assumido uma temperatura de 292 graus Celsius na entrada dos canais, para 
levar em consideração a elevação da temperatura do refrigerante a medida em que ele 
penetra no vaso do reator e flui através do espaço compreendido entre a barreira térmica 
e a parede do vaso. Com isso, os resultados das temperaturas nos termopares calculados 
por essa tese são consistentes com os dados do FSAR e do SBUN.  
 
7.3 Análise das temperaturas nos termopares após as quedas das barras 
 Para cada posição de queda de barras foram verificadas distribuições das 
temperaturas nos termopares cujas maiores variações nas temperaturas corresponderam 
àquelas associadas com a barra caída. Dessa forma, foi possível estabelecer uma 
correspondência biunívoca da barra caída com a distribuição das temperaturas nos 
termopares, ou seja, a cada configuração da distribuição de temperaturas correspondeu a 
uma barra específica caída. 
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7.4 Impactos do evento de queda de barra de controle durante a operação do 
reator 
 Uma barra caída, além de produzir distorções na distribuição da potência no 
núcleo, também diminui a margem de reatividade de desligamento do reator. Com isso, 
essa tese, no que concerne à indicação da barra de controle caída no núcleo pela 
temperatura nos termopares, agrega segurança na operação de uma central do tipo PWR. 
Como citado na introdução dessa tese, os registros dos eventos que redundaram em 
queda de barras de controle em diversos reatores torna esse trabalho uma ferramenta 
adicional para análise de operação de centrais nucleares do tipo da que foi tratada nessa 
tese. 
7.5 Recomendação para desenvolvimento de um sistema especialista para detecção 
da barra caída a partir dos resultados dessa tese 
O código BARCA foi utilizado para determinar as temperaturas em 8 posições 
dos termopares, para validar sua metodologia. Com comprovação da sua viabilidade, o 
passo seguinte seria o estudo da possibilidade de se desenvolver um sistema inteligente 
para identificação de qualquer barra, a partir dos dados simulados pelo código BARCA, 
para diferentes níveis de potência do reator.  
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APÊNDICE A 
 
Para cálculos das temperaturas na saída dos canais, assumiremos os canais 
independentes, isto é, sem escoamentos cruzados, pelo fato do regime de escoamento do 
refrigerante ser dominado pela convecção forçada. Essa suposição é sustentada quando 
analisamos a razão entre o número adimensional de Grashof, Gr  e o quadrado, do 
também adimensional, número de Reynolds , Re , i.e, 2Re
Gr . Da Ref. [32], temos: 
( A.1) 2
2
μ
ρβ TLgGr Δ= , 
 
( A.2) μ
ρUL=Re , 
onde: 
 =g aceleração devido a gravidade, 
 =β compressibilidade do fluido, 
 =ρ densidade do fluido, 
=ΔT diferença entre a temperatura do fluido na superfície da vareta e o seio do 
refrigerante no canal, 
=L comprimento característico, 
=μ viscosidade do fluido. 
Para 1
Re2
<<Gr , o processo é dominado pela convecção forçada. Já 1
Re2
>>Gr , o 
processo é considerado como convecção livre pura. No caso de 1~
Re2
Gr , os dois 
processo coexistem no regime. Na Ref. [33], foram encontrados os valores 
8101339.1 xGr =  e 5102734.4Re x= , referente à Angra 1. Isso implica que: 
110209.6
Re
4
2 <<= −xGr , 
o que confirma a suposição de que o fluido segue um regime dominado pela convecção 
forçada.  
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APÊNDICE B 
 
CONFIGURAÇÕES POSSÍVEIS DOS SETORES JUNTO COM AS LINHAS DOS ARRANJOS 
DO NÚCLEO 
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APÊNDICE C 
Tabela lógica para localização das malhagens cilíndricas nas linhas dos arranjos combustíveis.  
 
SETOR X1 X2 X3 X4 Y1 Y2 Y3 Y4 XC1 XC2 XR1 XR2 
1 ≥ XK   ≤ XK+1  ≥ YL ≤ YL+1      
2  ≤ XK ≥ XK   ≥ YL ≤ YL+1      
3 < XK ≥ XK    ≥ YL ≤ YL+1      
4 ≤ XK ≥ XK   ≥ YL ≤ YL  ≥ YL ≥ XK    
5 < XK ≥ XK   ≥ YL ≤ YL  ≥ YL ≤ XK    
6  ≤ XK ≥ XK  ≥ YL ≤ YL  ≥ YL ≤ XK   ≥ XK 
7  ≤ XK ≥ XK  ≥ YL ≤ YL  ≥ YL    ≤ XK 
8  ≤ XK ≥ XK  ≥ YL ≤ YL  ≤ YL     
9  ≤ XK ≤ XK ≥ XK  ≥ YL ≤ YL+1 ≥ YL     
10  ≤ XK ≤ XK ≥ XK ≤ YL  ≥ YL ≤ YL  ≤ XK   
11  ≤ XK ≤ XK ≥ XK ≤ YL  ≥ YL ≤ YL  ≥ XK   
12  ≤ XK ≥ XK  ≤ YL   ≥ YL   ≤ XK ≥ XK 
13  ≤ XK ≥ XK  ≤ YL   ≥ YL    ≤ XK 
14  ≤ XK ≥ XK  ≤ YL   ≥ YL   ≥ XK  
15 ≥ XK   ≤ XK+1 ≤ YL   ≥ YL     
16  ≤ XK ≤ XK ≥ XK ≤ YL  ≥ YL ≥ YL   ≤ XK ≥ XK 
17  ≤ XK ≤ XK ≥ XK ≤ YL  ≥ YL ≥ YL    ≤ XK 
18  ≥ XK ≤ XK   ≥ YL ≤ YL+1      
19  ≥ XK ≤ XK  ≤ YL   ≥ YL     
20 ≥ XK   ≤ XK+1         
21 ≤ XK ≥ XK           
22  ≤ XK ≥ XK          
23   ≤ XK ≥ XK         
24      ≥ YL ≤ YL+1      
25     ≥ YL ≤ YL       
26     ≤ YL   ≥ YL     
27       ≥ YL ≤ YL     
28  ≤ XK ≥ XK  ≤ YL  ≥ YL ≤ YL  ≥ XK ≤ XK  
29  ≤ XK ≥ XK  ≤ YL  ≥ YL ≤ YL   ≥ XK  
30  ≤ XK ≤ XK ≥ XK ≥ YL ≤ YL  ≤ YL  ≥ XK   
31  ≤ XK ≤ XK ≥ XK ≥ YL ≤ YL  ≤ YL  ≤ XK   
32 ≤ XK ≥ XK ≥ XK  ≥ YL ≤ YL  ≤ YL ≤ XK    
33 ≤ XK ≥ XK ≥ XK  ≥ YL   ≤ YL ≥ XK    
34 ≤ XK ≥ XK ≥ XK  ≤ YL  ≥ YL ≤ YL   ≥ XK  
35 ≤ XK ≥ XK ≥ XK  ≤ YL  ≥ YL ≤ YL   ≤ XK   
 
 
 
....continuação do apêndice C 
 
36 ≥ XK   ≤ XK+1 ≤ YL  ≥ YL ≤ YL     
37 ≤ XK ≥ XK ≥ XK  ≤ YL   ≥ YL   ≤ XK ≥ XK 
38 ≤ XK ≥ XK ≥ XK  ≤ YL   ≥ YL   ≥ XK  
             
39 ≥ XK   ≤ XK+1 ≥ Y2        
40 ≥ XK   ≤ XK+1 ≤ Y2  ≥ Y2      
41 ≤ XK ≥ XK   ≥ Y2    ≥ XK    
42 ≤ XK ≥ XK   ≥ Y2    ≤ XK    
43 ≤ XK ≥ XK   ≤ Y2  ≥ Y2   ≥ XK ≤ XK  
44 ≤ XK ≥ XK   ≤ Y2  ≥ Y2   ≥ XK ≥ XK  
45  ≤ XK ≥ XK  ≥ Y2        
46  ≤ XK ≥ XK  ≤ Y2  ≥ Y2    ≤ XK  
47  ≤ XK ≥ XK  ≤ Y2  ≥ Y2    ≥ XK  
48   ≤ XK ≥ XK ≥ Y2     ≤ XK   
49   ≤ XK ≥ XK ≥ Y2     ≥ XK   
50   ≤ XK ≥ XK ≥ Y2  ≥ Y2   ≤ XK   
51   ≤ XK ≥ XK ≤ Y2  ≥ Y2   ≥ XK   
52  ≥ X2    ≥ YL ≤ YL+1      
53  ≤ X2  ≥ X2  ≥ YL ≤ YL+1      
54  ≥ X2   ≥ YL ≤ YL   > X2    
55  ≥ X2   ≥ YL ≤ YL   < X2    
56  ≤ X2   ≥ YL ≤ YL      ≥ X2 
57  ≤ X2   ≥ YL ≤ YL      ≤ X2 
58  ≥ X2   ≤ YL   ≥ YL     
59  < X2   ≤ YL   ≥ YL    ≥ X2 
60  ≤ XR1   ≤ YL   ≥ YL    ≤ X2 
61  > X2     ≥ YL ≤ YL  > X2   
62  > X2     ≥ YL ≤ YL  < X2   
63  < X2     ≥ YL ≤ YL  > X2   
64  < X2     ≥ YL ≤ YL  < X2   
65  ≥ XK ≤ XK  ≤ YL  ≥ YL ≤ YL  ≤ XK   
66  ≤ XK ≤ XK ≥ XK ≥ YL ≤ YL ≥ YL ≥ YL    ≤ XK 
67 ≥ XK   ≤ XK+1 ≥ YL ≤ YL ≥ YL ≤ YL     
68 ≥ XK   ≤ XK+1 ≥ YL ≤ YL  ≥ YL     
69  ≤ XK ≤ XK ≥ XK ≥ YL ≤ YL ≥ YL ≥ YL ≤ XK   ≥ XK 
70  ≥ XK ≤ XK  ≤ YL  ≥ YL ≤ YL  ≥ XK   
71  ≥ XK ≤ XK  ≥ YL ≤ YL  ≥ YL ≤ XK   ≥ XK 
 
 
 
 
....continuação do apêndice C 
 
72  ≥ XK ≤ XK  ≥ YL ≤ YL  ≥ YL ≥ XK    
73  ≥ XK ≤ XK  ≥ YL ≤ YL  ≤ YL  ≤ XK   
74  ≥ XK ≤ XK  ≥ YL ≤ YL  ≤ YL ≤ XK ≥ XK   
75  ≥ XK ≤ XK  ≥ YL ≤ YL  ≤ YL ≥ XK    
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APÊNDICE D 
 
D1. Equações da Neutrônica do Núcleo de Reatores na Geometria Cilíndrica. 
Sejam as equações que descrevem o comportamento espacial e temporal dos 
nêutrons no núcleo de um reator, na formulação multigrupo, na geometria ),,( zr θ , 
segundo as referências [14] e [16]: 
 (D1.1)   +∑−∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂=∂
∂
gRg
g
g
g
g
g
g
g
g z
D
z
D
rr
rD
rrt
ϕϕθ
ϕ
θ
ϕϕ
ϑ 2
111                                         
 g
I
k
kkagk
G
g
ggfgpg
G
gg
gggs SCA ++∑−+∑+ ∑∑∑
==′
′′′
≠′
′′
11
)1( λχϕνβχϕ  ;   Gg ,...,2,1=  , 
(D1.2)   kk
G
g
ggfgk
k CA
t
C λϕνβ −∑=∂
∂ ∑
=′
′′′
1
 ;  Ik ,...,2,1= , 
com as definições dadas no capítulo 2. 
 Sendo R e H como o raio e a altura do núcleo do reator, RN , θN e ZN , os 
números de discretizações radiais, angulares e axiais respectivamente, as condições de 
contorno para a Eq. (D1.1) são reproduzidas aqui: 
(D1.3)  ( ) 0,,,lim
0
=∂
∂
→ tzrr gr
θϕ ,                                                                                                                         
(D1.4)  
( )
0
,,,
lim
0
=∂
∂
→ θ
θϕ tzrg
r
,                                                                                                                         
(D1.5)  ( ) ( )tzrtzr gg ,,2,,,, πθϕθϕ += ,                                                                                                           
(D1.6)  ∑−
=
=Δ
1
1
RN
i
Rr ,                                                                                                                                           
(D1.7)  ∑
=
=Δθ πθ
N
j 1
2 , 
(D1.8)  ∑−
=
=Δ
1
1
ZN
m
Hz  . 
Desde que ( ) gijmmjig tzr ϕθϕ =,,, , 1≠i , temos, também, as seguintes condições de 
contorno: 
(D1.9)  ( ) ( )( )θ
θϕθϕ
,
,0,,
,0,,
r
tr
tr
z gB
gg
∈=∂
∂
, 
(D1.10)  ( ) ( )( )θ
θϕθϕ
,
,,,
,,,
z
tzR
tzR
r gR
gg
∈−=∂
∂
, 
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(D1.11) ( ) ( )( )θθϕθϕ , ,,,,,, r tzrtzrz gT NgNg ZZ ∈−=∂
∂
, 
que exprimem a condição de fluxo nulo na distância extrapolada g∈ , e os índices B  , 
R  e T , denotando as posições tomadas na base, no raio e no topo do cilindro.  
A Eq. (D1.1) admite algumas mudanças na sua estruturação, cuja conveniência 
ficam  evidenciadas mais adiante. Por exemplo, considerando somente um grupo 
térmico )(G e espalhamento acoplados aos vizinhos imediatos, segundo o esquema 
abaixo, o termo de espalhamento assume a seguinte forma: 
 
 
 
 
 
 
 
(D1.12)   11 −−
≠′
′′ ∑=∑∑ ggsgG
gg
gggs ϕϕ  . 
Por outro lado, na Eq. (D1.1) o termo de fissão pode ser rearranjado na seguinte 
maneira, 
 (D1.13)  ∑∑
=′
′′′
=′
′′′ ∑−=∑−
G
g
ggfgpg
G
g
ggfgpg AA
11
)1()1( ϕνβχϕνβχ ,  
cujo somatório é desdobrado como:  
(D1.14)  +∑−=∑− ∑∑ −
=′
′′′
=′
′′′
1
11
)1()1(
g
g
ggfgpg
G
g
ggfgpg AA ϕνβχϕνβχ  
  ∑
+=′
′′′ ∑−+∑−+
G
gg
ggfgpggfggpg AA
1
)1()1( ϕνβχϕνβχ . 
Substituindo então, as Eqs.(D1.12) e (D1.14) na Eq. (D1.1) temos, após rearranjos: 
 
(D1.15)  [ ] +∂∂∂∂+∑+∑−=∂∂ ′
−
=′
′−′′′∑ rrDrrAt ggg
g
g
ggsgggfgpg
g
g
ϕϕδνβχϕϑ
1)1(1
1
1
1   
[ ] +∑−∑−+∂∂∂∂+∂∂∂∂+ gRgfggpggggg AzDzDr ϕνβχϕθϕθ )1(12                                         
Figura D1.1: Espalhamento entre os grupos. 
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[ ] gI
k
kkagkg
G
gg
gfgpg SCA ++∑−+ ∑∑
=
′
+=′
′′
11
)1( λχϕνβχ , 
onde, Gg ,...,2,1=  e 1−′ggδ  é a delta de Kronecker, isto é, 11 =−′ggδ  se 1−=′ gg  ou 
01 =−′ggδ  se 1−≠′ gg . 
Para fins de uniformização, a Eq. (D1.2) é rearranjada também na seguinte forma: 
(D1.16)   kk
G
g
ggfgk
k CA
t
C λϕνβ −∑=∂
∂ ∑
=′
′′′
1
 ;  Ik ,...,2,1= . 
 
D2. Discretização num ponto genérico ( )mji ,,  da malhagem espacial. 
A discretização das Eqs.(D1.15) e (D1.16) num ponto genérico da malhagem é 
realizada através do processo de integração na caixa (“Box Integration”). Para isso 
definimos antes um operador de integração Η~   atuando sobre o integrando 
( )tzr ,,,θΨ=Ψ ,  como: 
(D2.1)    ( ) ( )tzrdzdrdrtzr zz
zz
rr
rr
m
m
j
j
i
i
,,,,,,~
2
2
2/
2/
2/
2/
θθθ
θθ
θθ
Ψ=ΨΗ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
 
Antes de realizarmos as integrações acima, devemos ter em mente as dependências em 
espaço e tempo dos fluxos, e o mesmo vale para as concentrações dos precursores de 
nêutrons, quanto das propriedades, na forma: 
(D2.2)   ),,,( tzrVV gg θ= , 
(D2.3)  ),,,( tzrPP gg θ= . 
As propriedades materiais ( )tzrP ,,,θ  são centradas nas malhas enquanto as variáveis 
( )tzrV ,,,θ  são centradas nas interfaces das malhas. Dessa forma, devemos ter em 
mente que no processo de discretização desses pontos, para uma variável dependente 
qualquer ( )tzrV ,,,θ  e propriedades materiais ( )tzrP ,,,θ , será sempre recorrente os 
seguintes tipos de integrações espaciais: 
(D2.4)   ∫∫ +
−
+
−
=
2/1
2/1
2/1
2/1
)()()(
l
l
l
l
l
x
x
x
x
xdxPVxVxdxP  , 
tendo em mente que ( )ll xVV = , 
(D2.5)   ∫∫∫ +
−
+
−
+=
2/1
2/1
2/1
2/1
)()()(
l
l
l
l
l
l
x
x
x
x
x
x
xdxPxdxPxdxP  . 
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Na medida em que as propriedades materiais são constantes nos intervalos de 
integração, e o espaçamento é tomado constante, a Eq. (D2.5) toma a forma: 
(D2.6)   ( )lll
l
PPxxdxP
x
x
+Δ= −∫+
−
12
)(
2/1
2/1
 . 
 Feito isto, agora podemos tratar a integração da Eq. (D1.6) para o ponto 
genérico: 
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′−′′′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∑∫∫∫ gg
g
ggsgggfgpg
g
g
zz
zz
rr
rr
A
t
dzdrdr
m
m
j
j
i
i
ϕδνβχϕϑθ
θθ
θθ
1
1
1
2
2
2/
2/
2/
2/
)1(1                                        
 [ ] +∑−∑−+∂∂∂∂+∂∂∂∂+∂∂∂∂+ gRgfggpggggggg AzDzDrrrDrr ϕνβχϕθϕθϕ )1(11 2  
[ ]
⎭⎬
⎫++∑−+ ∑∑
=
′
+=′
′′ g
I
k
kkagkg
G
gg
gfgpg SCA
11
)1( λχϕνβχ  . 
O primeiro termo entre as chaves em (D2.7) é dado por: 
(D2.8)   g
zz
zz
rr
rrg
g
g
g
g
gijm
m
m
j
j
i
i
dzdrdr
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~
11~1 , 
onde foi admitido independência da velocidade dos nêutrons dos grupos com o espaço, 
e que o operador Η~  também é invariante com relação à diferenciação temporal. Note 
que a derivada parcial deu lugar à derivada ordinária pelo fato dela variar só no tempo 
no ponto definido pelas integrais espaciais. Consequentemente, 
(D2.9)   g
zz
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11 . 
Desde que o fluxo é centrado na interface, seguindo (D2.4), temos: 
(D2.10)   ∫∫∫
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1 . 
O termos entre colchetes é dado por: 
(D2.12)  ( ) ( ) rrrrrr iii Δ=Δ−−Δ+ 22/2/ 22 . 
Por outro lado,  
(D2.13)  riri Δ−= )1(  , RNi ,...,3,2,1= . 
Dessa forma, utilizando (D2.13) e (D2.12) em (D2.11), temos: 
 91
(D2.14)  zridzdrdr
zz
zz
rr
rr
m
m
j
j
i
i
ΔΔΔ−=∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
θθ
θθ
θθ
2
2
2
2/
2/
2/
2/
)1( , 
e daí, a Eq. (D2.10) fica, finalmente, 
(D2.15)   
dt
d
zri gijm
g
gijm
ϕ
ϑθ
1)1(1 2 ΔΔΔ−=ℑ . 
Aplicando o operador Η~  no segundo termo em (D2.7) temos: 
(D2.16)  [ ] [∑∑ −
=′
′′′
−
=′
′−′′′ +∑−=⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ ∑+∑−Η
1
1
1
1
1 )1(
~)1(~
g
g
gfgpgg
g
g
ggsgggfgpg AHA νβχϕδνβχ  
] gggsgg ′′−′ ∑+ ϕδ 1 , 
admitindo que o operador Η~  é linear. Dessa forma, definimos para o segundo termo da 
integração espacial: 
(D2.17)   [ ]{ }gggsgggfgpggijmg A ′′−′′′′ ∑+∑−Η=ℑ ϕδνβχ 1)1(~2 , 
que fica, 
(D2.18)   [ ] gggsgggfgpgzz
zz
rr
rr
gijmg Adzdrdr
m
m
j
j
i
i
′′−′′′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
′ ∑+∑−=ℑ ∫∫∫ ϕδνβχθ
θθ
θθ
1
2
2
2/
2/
2/
2/
)1(2  
 
Para fins de simplificação, definimos a seguinte constante: 
(D2.19)   gpgA ′−=′ νβχη )1( , 
haja vista ela não depender de espaço. Dessa forma, a Eq. (D2.18) fica: 
(D2.20)   ( ) gggsgggfzz
zz
rr
rr
gijmg
m
m
j
j
i
i
dzdrdr ′′−′′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
′ ∑+∑′=ℑ ∫∫∫ ϕδηθ
θθ
θθ
1
2
2
2/
2/
2/
2/
2 . 
A integração em z na Eq. (D2.20) é imediata ao lembrarmos das relações (D2.4) e 
(D2.6), o que fica: 
 
(D2.21)   ( )[ +∑+∑′Δ=ℑ −′−′−′Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
′′ ∫∫ 111
2/
2/
2/
2/ 2
2 gmgsggmgf
rr
rr
ijmggijmg
zdrdr
j
j
i
i
δηθϕ
θθ
θθ
 
( )]gmgsggmgf ′−′′ ∑+∑′+ 1δη  , 
de maneira que, após alguns arranjos em (D2.21), temos: 
(D2.22)  ( ) ( )[ ]gmgsgmgsggmgfmgfrr
rr
ijmggijmg
j
j
i
i
drdrz ′−′−′′−′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
′′ ∑+∑+∑+∑′Δ=ℑ ∫∫ 111
2/
2/
2/
2/2
12 δηθϕ
θθ
θθ
. 
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A integração em θ  fica, após rearranjos e simplificações: 
(D2.23)  ( )[ +∑+∑+∑+∑′ΔΔ=ℑ ′−′−′−−′Δ+
Δ−
′′ ∫ jmgfjmgfmjgfmjgf
rr
rr
ijmggijmg
i
i
rdrz 1111
2/
2/4
12 ηθϕ  
( )]gjmgsgjmgsmgjgsmgjgsgg ′−′−′−−′−′ ∑+∑+∑+∑+ 11111δ . 
Novamente são utilizadas as relações (D2.5) e (D2.6) na integração em r , na Eq. 
(D2.23). O resultado é o seguinte: 
(D2.24) ( )[ ] ([⎩⎨⎧ +∑+∑′Δ−−ΔΔ=ℑ −−′−−−′′′ mjigfmjigfiiijmggijmg rrrz 1111122 2/21412 ηθϕ  
) ( )]+∑+∑+∑+∑+∑+∑+ −′−−′−−′−−−′−′−′−−′ jmgigsjmgigsmjgigsmjgigsggjmigfjmigf 111111111111 δ  
( )[ ] ( )[ +∑+∑+∑+∑′−Δ+++ ′−′−′−−′ ijmgfijmgfmijgfmijgfiii rrrr 1111222 2/21 η  
( )]}gijmgsgijmgsmgijgsmgijgsgg ′−′−′−−′−′ ∑+∑+∑+∑+ 11111δ  
Utilizando as seguintes relações: 
(D2.25) ( ) 222 )45(2/ rirrr ii Δ−=Δ−−  , 
(D2.26) ( ) 222 )43(2/ rirrr ii Δ−=−Δ+  , 
na Eq. (D2.24), temos, finalmente, após rearranjos e simplificações, 
(D2.27) ( ) ( )[{ +∑+∑+∑+∑′−ΔΔΔ=ℑ −′−−′−−′−−−′′ jmigfjmigfmjigfmjigfgijmg izr 111111112 45812 ηθ  
( )] ( ) ([ +∑′−+∑+∑+∑+∑+ −−′−′−−′−−′−−−′−′ 11111111111 43 mijgfjmgigsjmgigsmjgigsmjgigsgg i ηδ  
) ( )]} ijmggijmgsgijmgsmgijgsmgijgsggijmgfijmgfmijgf ′′−′−′−−′−′′−′−′ ∑+∑+∑+∑+∑+∑+∑+ ϕδ 1111111  . 
Continuando a aplicar o operador Η~  no termo contendo as derivada em r  na 
Eq.(D2.7) temos: 
(D2.28)  
r
rD
rr
dzdrdr
r
rD
rr
g
g
zz
zz
rr
rr
g
ggijm
m
m
j
j
i
i
∂
∂
∂
∂=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
∂
∂Η=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
ϕθϕ
θθ
θθ
11~3
2
2
2/
2/
2/
2/
  . 
Trocando a ordem de integração em r na equação acima, temos: 
(D2.29)  
r
rD
rr
rdrdzd gg
rr
rr
zz
zz
gijm
i
i
m
m
j
j
∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
ϕθ
θθ
θθ
13
2/
2/
2
2
2/
2/
 ,   
que fica, 
(D2.30)  ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=ℑ
2/
2/
2
2
2/
2/
3
rr
rr
g
g
zz
zz
gijm
i
i
m
m
j
j
r
rDddzd
ϕθ
θθ
θθ
 ,   
cujo resultado é imediato: 
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(D2.31)  
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
∂
∂⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Δ−−∂
∂⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Δ+=ℑ
Δ−
−
Δ+Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫ 212
2
2
2/
2/ 22
3
rr
g
gii
rr
g
gii
zz
zz
gijm
iim
m
j
j
r
Drr
r
Drrdzd
ϕϕθ
θθ
θθ
 .   
Tomando as aproximações: 
(D2.32)  
rr
gigi
rr
g
i
Δ
−≅∂
∂ +
Δ+ ϕϕϕ 12  , 
(D2.33) 
rr
gigi
rr
g
i
Δ
−≅∂
∂ −
Δ=
1
2 ϕϕϕ
 ,  
e tendo em mente as seguintes relações, 
(D2.34) rirri Δ−=Δ+ )21(2  , 
(D2.35) rirri Δ−=Δ− )23(2  , 
e substituindo em (D2.31) temos, 
(D2.36)  ( )⎢⎢⎣
⎡ −⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−Δ−=ℑ +
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫ rrDidzd gigigi
zz
zz
gijm
m
m
j
j
ϕϕθ
θθ
θθ
1
2
2
2/
2/
213   
( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−Δ−+ −− rrDi
gigi
gi
1
123
ϕϕ
 ,   
que, após rearranjos e simplificações, fica: 
(D2.37)  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1112
2
2/
2/
23213 −−+
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
−−−−−=ℑ ∫∫ gigigigigigi
zz
zz
gijm DiDidzd
m
m
j
j
ϕϕϕϕθ
θθ
θθ
 . 
A integração em z   é realizada tendo em mente a relação (D2.4), 
(D2.38) ( )( )
⎢⎢⎣
⎡ −−−=ℑ ∫∫
Δ+
Δ−
+
Δ+
Δ−
gi
zz
zz
gimmgigijm Ddzid
m
m
j
j
2
2
1
2/
2/
213 ϕϕθ
θθ
θθ
 
( )( )
⎥⎥⎦
⎤−−+ −
Δ+
Δ−
− ∫ 1
2
2
123 gi
zz
zz
mgigim Ddzi
m
m
ϕϕ , 
que utilizando (D2.6) fica, 
(D2.39)  ( )( ) ( )⎢⎣⎡ ++Δ−−=ℑ −+
Δ+
Δ−
∫ gimgimgimmgigijm DDzid
j
j
11
2/
2/ 2
213 ϕϕθ
θθ
θθ
 
( )( ) ( )⎥⎦⎤+Δ−−− −−−− mgimgimgigim DDzi 1111 223 ϕϕ . 
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Após rearranjos e lançando mão da relação (D2.4), temos: 
(D2.40)  ( )( ) ( )⎢⎢⎣
⎡ ++−−Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
+ ∫ gimgimgijmjmgigijm DDdiz
j
j
1
2/
2/
1212
13
θθ
θθ
θϕϕ  
( )( ) ( )⎥⎥⎦
⎤+−−− −−−
Δ+
Δ−
− ∫ mgimgijmgigijm DDdi
j
j
111
2/
2/
123
θθ
θθ
θϕϕ , 
que fica, 
(D2.41) ( )( ) ( ) (⎩⎨
⎧
⎢⎣
⎡ +Δ++Δ−−Δ=ℑ −−−−+ 11111 22212
13 gijmmgijmgijgijmjmgigijm DDDiz
θθϕϕ  
)] ( )( ) ( ) ( ) ⎭⎬⎫⎥⎦⎤⎢⎣⎡ +Δ++Δ−−−+ −−−−−−−−− jmgijmgimjgimjgijmgigijmgijm DDDDiD 111111111 2223 θθϕϕ . 
Rearranjando a Eq. (D2.41) novamente, temos: 
(D2.42) ( )( )[ ]{ ++++−−ΔΔ=ℑ −−−−+ gijmgijmmgijmgijgijmjmgigijm DDDDiz 1111121413 ϕϕθ  
( )( )[ ]}jmgijmgimjgimjgijmgigijm DDDDi 11111111123 −−−−−−−−− +++−−− ϕϕ . 
Definindo: 
 (D2.43) ( )( )jmgijmgimjgimjgigijm DDDDizDIR 111111112341 −−−−−−−− +++−ΔΔ= θ  , 
(D2.44) ( )( )gijmgijmmgijmgijgijm DDDDizDSR +++−ΔΔ= −−−− 11112141 θ , 
podemos exibir gijm3ℑ  como:  
(D2.45)  ( ) jmgigijmgijmgijmgijmjmgigijmgijm DSRDSRDIRDIR 113 +− ++−=ℑ ϕϕϕ  
Aplicando  agora, o operador Η~  no terceiro termo do lado direito na Eq. (D2.7), 
temos: 
 (D2.46)  θ
ϕ
θθθ
ϕ
θ
θθ
θθ ∂
∂
∂
∂=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
∂
∂Η=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
g
g
zz
zz
rr
rr
g
ggijm Dr
dzdrdrD
r
m
m
j
j
i
i
2
2
2
2/
2/
2/
2/
2
11~4   . 
Trocando, novamente, a ordem de integração acima, temos: 
(D2.47)  θ
ϕ
θθ
θθ
θθ ∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
g
g
zz
zz
rr
rr
gijm Dddzdrr
j
j
m
m
i
i
2/
2/
2
2
2/
2/
14  ,   
que fica, 
(D2.48) ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=ℑ
2/
2/
2
2
2/
2/
14
θθ
θθ θ
ϕj
j
m
m
i
i
g
g
zz
zz
rr
rr
gijm Dddzdrr
 , 
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e daí,  
(D2.49)  
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
∂
∂−∂
∂=ℑ
Δ−
−
Δ+Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫ 212
2
2
2/
2/
14
θθθθ
θ
ϕ
θ
ϕ jjm
m
i
i
g
gj
g
gj
zz
zz
rr
rr
gijm DDdzdrr
 . 
Seguindo procedimento da equação (D2.31), temos 
(D2.50)  ∫∫
Δ+
Δ−
−
−
+
Δ+
Δ−
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−=ℑ
2
2
1
1
1
2/
2/
14
zz
zz
gjgj
gj
gjgj
gj
rr
rr
gijm
m
m
i
i
DDdzdr
r θ
ϕϕ
θ
ϕϕ
 , 
que após arranjos, fica: 
(D2.51)  ( ) ( )[ ]∫∫ Δ+
Δ−
−−+
Δ+
Δ−
−−−Δ=ℑ
2
2
111
2/
2/
114
zz
zz
gjgjgjgjgj
rr
rr
gijm
m
m
i
i
jDDdzdr
r
ϕϕϕϕθ . 
Novamente, a integração em z   é realizada tendo em mente a relação (2.4), 
(D2.52) ( ) ( )
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−−Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
−
Δ+
Δ−
+
Δ+
Δ−
∫∫∫ 1
2
2
1
2
2
1
2/
2/
114 gj
zz
zz
mgjgjmgj
zz
zz
gjmmgj
rr
rr
gijm DdzDdzdrr
m
m
m
m
i
i
ϕϕϕϕθ . 
Aplicando novamente a relação (D2.6), temos: 
 
(D2.53) ( ) ( )⎢⎣⎡ ++Δ−Δ=ℑ −+
Δ+
Δ−
∫ gjmgjmgjmmgj
rr
rr
gijm DD
zdr
r
i
i
11
2/
2/ 2
114 ϕϕθ   
( ) ( )⎥⎦⎤+Δ−− −−−− mgjmgjmgjgjm DDz 1111 2ϕϕ  , 
que após rearranjos fica, 
(D2.54) ( )( )[ ++−ΔΔ=ℑ −+
Δ+
Δ−
∫ gjmgjmgjmmgj
rr
rr
gijm DDdrr
z i
i
11
2/
2/
1
2
14 ϕϕθ   
( )( )]mgjmgjmgjgjm DD 1111 −−−− +−− ϕϕ  . 
Aqui também é utilizado (D2.4) na integração em r , 
(D2.55) ( ) ( )
⎢⎢⎣
⎡ ++−Δ
Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
+ ∫ gjmgjm
rr
rr
gjmmgjgijm DDdrr
z i
i
1
2/
2/
1
1
2
14 ϕϕθ   
( ) ( )
⎥⎥⎦
⎤+−− −−−
Δ+
Δ−
− ∫ mgjmgj
rr
rr
mgjgjm DDdrr
i
i
111
2/
2/
1
1ϕϕ  ,  
que fica, 
(D2.56) ( )⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−Δ
Δ=ℑ ∫∫
Δ+
Δ−
−
Δ+
Δ−
+ gjm
rr
rr
gjm
rr
rr
gjmmgjgijm Ddrr
Ddr
r
z i
i
i
i
2/
2/
1
2/
2/
1
11
2
14 ϕϕθ   
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( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−− −
Δ+
Δ−
−−
Δ+
Δ−
− ∫∫ mgj
rr
rr
mgj
rr
rr
mgjgjm Ddrr
Ddr
r
i
i
i
i
1
2/
2/
11
2/
2/
1
11ϕϕ  ,  
que fica,  
(D2.57) ( )⎢⎢⎣
⎡ +⎜⎜⎝
⎛ +−Δ
Δ=ℑ ∫∫
Δ+
−−
Δ−
+
2/
11
2/
1
11
2
14
rr
r
gjmgjm
r
rr
gjmmgjgijm
i
i
i
i
drD
r
Ddr
r
z ϕϕθ   
( )⎜⎜⎝
⎛ +−−⎟⎟⎠
⎞++ −−
Δ−
−
Δ+
Δ−
∫∫∫ 11
2/
1
2/
2/
111
mgj
r
rr
mgjgjm
rr
r
gjmgjm
r
rr
Ddr
r
drD
r
Ddr
r
i
i
i
i
i
i
ϕϕ  
⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞+++ −
Δ+
−
Δ−
−−
Δ+
∫∫∫ mgj
rr
r
mgj
r
rr
mgj
rr
r
Ddr
r
Ddr
r
Ddr
r
i
i
i
i
i
i
1
2/
1
2/
11
2/ 111  , 
e daí, 
(D2.58) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧ +⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ Δ++⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ−−Δ
Δ=ℑ −−−+
i
i
gijm
i
i
jmgigjmmgjgijm r
rrD
rr
rDz 2/ln
2/
ln
2
14 1111 ϕϕθ   
( )⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ−−−⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ Δ++⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ−+ −−−−− 2/ln
2/ln
2/
ln 11111 rr
rD
r
rrD
rr
rD
i
i
mjgimgjgjm
i
i
gijm
i
i
jmgi ϕϕ  
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ Δ++⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ−+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ−+ −−−−− i
i
mgij
i
i
mjgi
i
i
mgij r
rrD
rr
rD
rr
rD 2/ln
2/
ln
2/
ln 11111  .  
Utilizando as relações (D2.13), (D2.34) e (D2.35), temos as seguintes relações: 
(D2.59)  ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ− 2/3
1
2/ i
i
rr
r
i
i  , 
(D2.60)  ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ Δ+
1
2/12/
i
i
r
rr
i
i  . 
Com isso, definimos os seguintes coeficientes: 
(D2.61)  +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−⎢⎣
⎡ +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= −−−−− 1
2/1ln
2/3
1ln
2
1
11111 i
iD
i
iDzDIT mgijmjgigijm θ  
⎥⎦
⎤⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+ −−− 1
2/1ln
2/3
1ln 111 i
iD
i
iD mgijmjgi  , 
(D2.62)  +⎢⎣
⎡ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= −−− 1
2/1ln
2/3
1ln
2
1
111 i
iD
i
iDzDST gijmjmgigijm θ   
 ⎥⎦
⎤⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+ − 1
2/1ln
2/3
1ln1 i
iD
i
iD gijmjmgi          . 
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Dessa forma, temos: 
(D2.63) ( ) mgijgijmgijmgijmgijmmgijgijmgijm DSTDSTDITDIT 114 +− ++−=ℑ ϕϕϕ  .  
Aplicando o operador Η~  no quarto termo do lado direito de (D2.7) temos: 
(D2.64)  
z
D
z
dzdrdr
z
D
z
g
g
zz
zz
rr
rr
g
ggijm
m
m
j
j
i
i
∂
∂
∂
∂=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
∂
∂Η=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
ϕθϕ
θθ
θθ
2
2
2/
2/
2/
2/
~5   , 
que fica, 
(D2.65)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ− z
Dddrdr gg
zz
zz
rr
rr
gijm
m
m
j
j
i
i
ϕθ
θθ
θθ
2
2
2/
2/
2/
2/
5  , 
e daí temos:  
(D2.66)  
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
∂
∂−∂
∂=ℑ
Δ−
−
Δ+Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫ 212
2/
2/
2/
2/
5
zz
g
gm
zz
g
gm
rr
rr
gijm
mmj
j
i
i
z
D
z
Ddrdr
ϕϕθ
θθ
θθ
 . 
Seguindo procedimento da equação (D2.31), temos 
(D2.67)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−−Δ
−=ℑ −−+
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫ zDzDdrdr gmgmgmgmgmgm
rr
rr
gijm
j
j
i
i
1
1
1
2/
2/
2/
2/
5
ϕϕϕϕθ
θθ
θθ
 . 
Rearranjando a equação acima, fica: 
(D2.68)  ( ) ( )[ ]1112/
2/
2/
2/
15 −−+
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
−−−Δ=ℑ ∫∫ gmgmgmgmgmgm
rr
rr
gijm DDdrdrz
j
j
i
i
ϕϕϕϕθ
θθ
θθ
 , 
que fica, utilizando (D2.4),  
(D2.69)  ( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−−Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
−
Δ+
Δ−
+
Δ+
Δ−
∫∫∫ 1
2/
2/
1
2/
2/
1
2/
2/
15 gmgjmgjmgmgjmgjm
rr
rr
gijm DdDdrdrz
j
j
j
j
i
i
θθ
θθ
θθ
θθ
θϕϕθϕϕ  , 
daí, 
(D2.70) ( ) ( )⎢⎣⎡ ++Δ−Δ=ℑ −+
Δ+
Δ−
∫ gjmmgjgjmgjm
rr
rr
gijm DDrdrz
i
i
11
2/
2/ 2
15 θϕϕ   
( ) ( )⎥⎦⎤+Δ−− −−−− 1111 2 gjmmgjgjmgjm DDθϕϕ  , 
que após rearranjos fica, 
(D2.71)  ( )( )[ ++−ΔΔ=ℑ −+
Δ+
Δ−
∫ gjmmgjgjmgjm
rr
rr
gijm DDrdrz
i
i
11
2/
2/2
15 ϕϕθ  
( )( )]1111 −−−− +−− gjmmgjgjmgjm DDϕϕ  . 
Novamente, aplicando a relação (D2.4), temos: 
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(D2.72)  ( ) ( )
⎢⎢⎣
⎡ ++−Δ
Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
+ ∫ gjmmgj
rr
rr
gijmgijmgijm DDrdrz
i
i
1
2/
2/
12
15 ϕϕθ  
 ( ) ( )
⎥⎥⎦
⎤+−− −−−
Δ+
Δ−
− ∫ 111
2/
2/
1 gjmmgj
rr
rr
gijmgijm DDrdr
i
i
ϕϕ  , 
que fica, 
(D2.73)  ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧ ++
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Δ−−−Δ
ΔΔ=ℑ −−−+ jmgimjgiiigijmgijmgijm DDrrrz
r
111
2
2
1
2
24
15 ϕϕθ  
( ) ( ) ( )⎪⎩
⎪⎨
⎧ ++⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Δ−−−−⎪⎭
⎪⎬
⎫+⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Δ++ −−−−−−− 11111
2
2
11
2
2
22 jmgimjgiiigijmgijmgijmmgijii
DDrrrDDrrr ϕϕ
( )⎪⎭
⎪⎬
⎫+⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Δ++ −−− 1112
2
2 gijmmgijii
DDrrr  . 
Utilizando (D2.25) e (D2.26), temos: 
(D2.74)  ( ) ( )( )[{ ++−−ΔΔΔ=ℑ −−−+ jmgimjgigijmgijmgijm DDizr 1111
2
45
4
15 ϕϕθ  
( )( )] ( ) ( )( )[ ++−−−+−+ −−−−−−− 1111111 4543 jmgimjgigijmgijmgijmmgij DDiDDi ϕϕ  
( )( )]}11143 −−− +−+ gijmmgij DDi  
Definindo, agora, 
(D2.75) ( )( ) ( )( )[ ]111111112 4/34/541 −−−−−−−− +−++−ΔΔΔ= gijmmgijjmgimjgigijm DDiDDizrDIZ θ ,  
(D2.76)  ( )( ) ( )( )[ ]gijmmgijjmgimjgigijm DDiDDizrDSZ +−++−ΔΔΔ= −−−− 1111
2
4/34/5
4
1 θ . 
Dessa forma, (D2.74) fica: 
(D2.77)  ( ) 115 +− ++−=ℑ gijmgijmgijmgijmgijmgijmgijmgijm DSZDSZDIZDIZ ϕϕϕ  . 
 O termo contento as parcelas devidas às fissões e à remoção é dado por: 
(D2.78)  [ ]{ }gRgfggpggijm A ϕνβχ ∑−∑−Η=ℑ )1(~6  , 
que fica, 
(D2.79)  [ ] gRgfggpgzz
zz
rr
rr
gijm Adzdrdr
m
m
j
j
i
i
ϕνβχθ
θθ
θθ
∑−∑−=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
)1(6
2
2
2/
2/
2/
2/
 . 
Redefinindo η  da mesma forma que (D2.19), temos: 
(D2.80)  gpgA νβχη )1( −= , 
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dessa forma, (2.79) fica: 
(D2.81)  [ ] gRgfgzz
zz
rr
rr
gijm
m
m
j
j
i
i
dzdrdr ϕηθ
θθ
θθ
∑−∑=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
2
2
2/
2/
2/
2/
6  . 
Da mesma forma adotada para o resultado (D2.27), temos aqui: 
(D2.82) ( ) ( )[{ +∑+∑+∑+∑−ΔΔΔ=ℑ −−−−−−−− jmfgijmfgimjfgimjfgigijm izr 111111112 45816 ηθ  
( )] ( ) ([ +∑−+∑+∑+∑+∑− −−−−−−−−−− 1111111111 43 mfgijjmRgijmRgimjRgimjRgi i η  
) ( )]} gijmRgijmRgijmmRgijmRgijfgijmfgijmmfgij ϕ∑+∑+∑+∑−∑+∑+∑+ −−−−−− 111111  . 
O próximo termo a ser resolvido é dado por: 
(D2.83)  [ ]{ }ggfgpggijmg A ′′′′ ∑−Η=ℑ ϕνβχ )1(~7  , 
que fica, 
(D2.84) [ ]{ }=∑−Η=ℑ ′′′′ ggfgpggijmg A ϕνβχ )1(~7  
[ ] ggfgpgzz
zz
rr
rr
Adzdrdr
m
m
j
j
i
i
′′′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∑−= ∫∫∫ ϕνβχθ
θθ
θθ
)1(
2
2
2/
2/
2/
2/
. 
Tendo em mente a definição de  η′ , dada pela relação (D2.19), temos: 
(D2.85) [ ] ggfzz
zz
rr
rr
gijmg
m
m
j
j
i
i
dzdrdr ′′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
′ ∑′=ℑ ∫∫∫ ϕηθ
θθ
θθ
2
2
2/
2/
2/
2/
7  . 
Lembrando a Eq. (D2.18) e o resultado (D2.27), temos o seguinte resultado para ijmg′ℑ7 : 
(D2.86) ( )( )[ +∑+∑+∑+∑−′ΔΔΔ=ℑ −′−−′−−′−−−′′ jmigfjmigfmjigfmjigfgijmg izr 111111112 45817 ηθ  
( )( )] ijmgijmgfijmgfmijgfmijgfi ′′−′−′−−′ ∑+∑+∑+∑−+ ϕ111143  . 
 Já, para o termo associado com os nêutrons atrasados fica:  
(D2.87)  ( )kkagkgkijm CλχΗ=ℑ ~8  , 
(D2.88)  kkagk
zz
zz
rr
rr
gkijm Cdzdrdr
m
m
j
j
i
i
λχθ
θθ
θθ
∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
=ℑ
2
2
2/
2/
2/
2/
8  . 
Esse termo segue a mesma linha adotada para o primeiro termo de (D2.7). Nesse, caso o 
resultado é dado por: 
(D2.89)  kijmkagkgkijm Czri λχθΔΔΔ−=ℑ 2)1(8 .  
Finalmente, temos o termo contendo a fonte externa de nêutrons. Nesse caso 
temos: 
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(D2.90)  ( )ggijm SΗ=ℑ ~9  , 
que fica, 
(D2.91) g
zz
zz
rr
rr
gijm Sdzdrdr
m
m
j
j
i
i
∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
=ℑ
2
2
2/
2/
2/
2/
9
θθ
θθ
θ  . 
O resultado final também segue a linha da Eq. (D2.86), desconsiderando o fluxo de 
nêutrons prontos. 
(D2.92) ( )( )[ ++++−ΔΔΔ=ℑ −−−−−−−− jmgijmgimjgimjgigijm SSSSizr 111111112 45819 θ  
( )( )]gijmgijmmgijmgij SSSSi +++−+ −−−− 111143  . 
Por fim, a Eq. (D1.6) discretizada é estruturada, utilizando os termos gijmNℑ  ,na 
seguinte equação: 
(D2.93)  +ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑∑
+=′
′
−
=′
′
G
gg
gijmggijmgijmgijmgijm
g
g
gijmggijm
1
1
1
7654321  
gijm
I
k
gkijm 98
1
ℑ+ℑ+∑
=
 . 
 Para a equação dos precursores, Eq. (D1.7), temos os seguintes resultados: 
(D2.94) 
dt
dC
zri kijmkijm ΔΔΔ−=ℜ θ2)1(1 ; 
(D2.95) ( )([ +∑+∑+∑−ΔΔΔ=ℜ −−′−−′−−−′′′ 11111112 4582 jmigfmjigfmjigfgkijmgk izrA νθβ  
) ( )( )] ijmgijmgfijmgfmijgfmijgfjmigf i ′′−′−′−−′−′ ∑+∑+∑+∑−+∑+ ϕ11111 43  ; 
(D2.96) kijmkkijm Czri λθΔΔΔ−=ℜ 2)1(3 . 
Sua estruturação fica: 
(D2.97)  kijm
G
g
ijmgkkijm 321
1
ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
 
D3. Discretização numa cota genérica m  da linha central do núcleo cilíndrico. 
 Para a linha central LC  do cilindro,  isto é, a situação em que 
0
lim→r , conforme 
expressa pela Eq. (D1.4), o fluxo não varia com θ , sendo função somente de r . O 
mesmo é assumido para as propriedades materiais, que é assumida uniforme na região 
central RC  do núcleo. Por outro lado, a Eq. (D1.1) é singular na linha central, nessa 
geometria. Logo, essa equação não é adequada para ser utilizada na discretização ao 
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longo da linha central. Essa adequação é detalha na referência [23], para o operador 
difusão na geometria r  e θ . Nessa referência, a indeterminação que surge no termo 
devido à derivada em r é levantada com a utilização da regra de L’Hôpital [24]. Com 
isto, a equação para os nêutrons prontos, utilizada na discretização do ponto genérico 
( )mji ,, , toma a seguinte forma, quando tratada a região central : 
(D3.1)   [ ] +∂∂+∑+∑−=∂∂ ′
−
=′
′−′′′∑ 2
21
1
1 2)1(
1
r
DA
t
gRC
gg
g
g
RC
ggsgg
RC
gfgpg
g
g
ϕϕδνβχϕϑ                                         
[ ] [ ] +∑−+∑−∑−+∂∂∂∂+ ′+=′ ′′∑ g
G
gg
RC
gfgpgg
RC
Rg
RC
fggpg
gRC
g AAz
D
z
ϕνβχϕνβχϕ
1
)1()1(   
RC
g
I
k
kkagk SC ++∑
=1
λχ  , 
onde, o sobrescrito RC  indica que a propriedade refere à região central do cilindro. 
Para os nêutrons atrasados temos a seguinte equação: 
(D3.2)   kk
G
g
g
RC
gfgk
k CA
t
C λϕνβ −∑=∂
∂ ∑
=′
′′′
1
 .  
 A Fig.(D3.1) abaixo, representando um plano numa posição z qualquer, ilustra a 
representação da região central. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Agora, podemos integrar a Eq. (D3.1) nos intervalos 2/0 rr Δ≤≤  e 
2/2/ zzzzz mm Δ+≤≤Δ−  , ou seja, 
(D3.3)  ( )⎢⎢⎣
⎡ +∂
∂+∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
Δ+
Δ−
Δ ∑∫∫ 2
21
1
1
2
2
2
0
21
r
D
t
dzdr gRCgg
g
g
RC
ggsgg
RC
gf
g
g
zz
zz
r m
m
ϕϕδηϕϑ  
( ) ⎥⎦
⎤++∑′+∑−∑+∂
∂
∂
∂+ ∑∑
=
′
+=′
′
RC
g
I
k
kkagkg
G
gg
RC
gfg
RC
Rg
RC
fg
gRC
g SCz
D
z 11
λχϕηϕηϕ  , 
Figura D3.1: Malha para integração na linha central. 
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onde foi utilizada as definições para η′e η , dadas por (D2.19) e (D2.78), 
respectivamente. Doravante, para fins de simplificação dos procedimentos de 
discretização das Eqs. (D3.1) e (D3.2), estamos passando diretamente à fase de 
apresentação das integrações, desprezando o uso dos operadores, o que não trará 
nenhum prejuízo haja vista as propriedades dos operadores lineares já estarem fixados, 
como visto nos procedimentos anteriores. Dessa forma, o primeiro termo de (D3.3) é 
dado por: 
(D3.4)  
t
dzdr g
g
zz
zz
r
LC
gm
m
m
∂
∂=ℑ ∫∫
Δ+
Δ−
Δ ϕ
ϑ
11
2
2
2
0
 . 
Essas integrações são imediatas: 
(D3.5)  
dt
d
zr
LC
gm
g
LC
gm
ϕ
ϑ
1
2
11 ΔΔ=ℑ  . 
 Para o segundo termo de (D3.3) temos  
(D3.6)  ( ) gRCggsggRCgfzz
zz
r
LC
gmg
m
m
dzdr ′′−′′
Δ+
Δ−
Δ
′ ∑+∑′=ℑ ∫∫ ϕδη 1
2
2
2
0
2  . 
O resultado para essas integrações também é imediato: 
(D3.7)  ( ) ( )[ ] LCgRCgmgsggRCmgfRCgmgsggRCmgfLCgmg zr ′′−′′−′−′−′′ ∑+∑′+∑+∑′ΔΔ=ℑ ϕδηδη 1111412  , 
que juntando os termos semelhantes fica: 
(D3.8)  ( ) ( )[ ] LCgRCgmgsRCgmgsggRCmgfRCmgfLCgmg zr ′′−′−′′−′′ ∑+∑+∑+∑′ΔΔ=ℑ ϕδη 111412  , 
O terceiro termo de (D3.3) fica: 
(D3.9)  
rr
drDdz
r
Ddzdr g
r
RC
g
zz
zz
gRC
g
zz
zz
r
LC
gm
m
m
m
m
∂
∂
∂
∂=∂
∂=ℑ ∫∫∫∫
ΔΔ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ ϕϕ 2
0
2
2
2
22
2
2
0
223  , 
que fica, então, 
(D3.10)  ∫∫
ΔΔ+
Δ−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=ℑ
2
0
2
2
23
r
gRC
g
zz
zz
LC
gm r
dDdz
m
m
ϕ
 , 
cujo resultado dá: 
(D3.11) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂=ℑ
ΔΔ+
Δ−
∫
022
2
23
rr
Ddz g
r
gRC
g
zz
zz
LC
gm
m
m
ϕϕ
. 
Devido a Eq. (D1.3), 
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(D3.12)  0
0
=∂
∂
r
gϕ  . 
Já para a primeira derivada entre os parênteses é tomada a seguinte aproximação: 
(D3.13)  
rr
LC
gg
r
g
Δ
−≅∂
∂ Δ ϕϕϕ 22 ( , 
onde, 2gϕ(  representa toda a contribuição dos valores vizinhos, situado na circunferência 
definida por rr Δ=2 . Utilizando os coeficientes de difusão como pesos, podemos definir 
2gϕ(  como: 
(D3.14)  ∑
=
= θ ϕωϖϕ
N
j
jggj
g
g
1
22
1(  , 
onde, para qualquer nó m , temos: 
(D3.15)  +++++++= −−−−−−−− jmgmjgmjgjmgjmgmjgmjggjm DDDDDDD 112111211112111ω  
jmgD 2+  
junto com, 
(D3.16)  ∑
=
= θ ωϖ
N
j
gjmgm
1
 , 
observando que:  
(D3.17)  +++++++= −−−− mgmNgmNgmgmgmNgmNgmg DDDDDDD 112112111112111 θθθθω . 
mgD 21+ . 
Dessa forma, substituindo a Eq. (D3.14) na Eq. (D3.13), fica, 
(D3.18)  
rr
LC
g
N
j
jggj
g
r
g
Δ
−
≅∂
∂ ∑=Δ ϕϕωϖϕ
θ
1
22
1
. 
Agora, substituindo (D3.18) em (D3.11), e  considerando a Eq. (D3.12), fica: 
(D3.19)  
⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
Δ
−
=ℑ
∑
∫ =
Δ+
Δ− r
Ddz
LC
g
N
j
jggj
gRC
g
zz
zz
LC
gm
m
m
ϕϕωϖ
θ
1
22
2
1
23  , 
que fica, após rearranjos, 
(D3.20)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −Δ=ℑ ∑∫ =
Δ+
Δ−
LC
g
N
j
jggj
g
RC
g
zz
zz
LC
gm Ddzr
m
m
ϕϕωϖ
θ
1
2
2
2
123  . 
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Alternando a integração com o somatório, após alguns arranjos, temos: 
(D3.21)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−Δ=ℑ ∑ ∫∫ =
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
θ ϕϖ
ωϕ
N
j
jg
g
gjRC
g
zz
zz
LC
g
RC
g
zz
zz
LC
gm DdzDdzr
m
m
m
m 1
2
2
2
2
2
23  , 
que, lembrando (D2.4), fica, 
(D3.22)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−Δ=ℑ ∑ ∫∫ =
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
θ
ϖ
ωϕϕ
N
j g
gjRC
g
zz
zz
jmg
RC
g
zz
zz
LC
gm
LC
gm DdzDdzr
m
m
m
m 1
2
2
2
2
2
23  . 
Tendo em mente (D2.5) e utilizando (D2.6) na Eq. (D3.22) temos:  
(D3.23)  ( )
⎪⎩
⎪⎨
⎧
⎢⎢⎣
⎡
⎜⎜⎝
⎛ +Δ+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +Δ−Δ=ℑ ∑= −
−
−−
θ
ϖ
ωϕϕ
N
j gm
gjmRC
gmjmg
RC
gm
RC
gm
LC
gm
LC
gm D
zDDz
r 1 1
1
121 22
23  
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞+
gm
gjmRC
gmD ϖ
ω
 , 
que fica, 
(D3.24)  ( ) ∑
= −
−
−− ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +Δ
Δ+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +Δ
Δ−=ℑ θ ϕϖ
ω
ϖ
ωϕ
N
j
jmg
gm
gjmRC
gm
gm
gjmRC
gm
LC
gm
RC
gm
RC
gm
LC
gm DDr
zDD
r
z
1
2
1
1
113  . 
Definindo: 
(D3.25)  ( )RCgmRCgmgm DDrzDLC +ΔΔ= −1  , 
(D3.26)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +Δ
Δ=
−
−
−
gm
gjmRC
gm
gm
gjmRC
gmgjm DDr
zCRC ϖ
ω
ϖ
ω
1
1
1  , 
temos, finalmente: 
(D3.27)  ∑
=
+−=ℑ θ ϕϕ
N
j
jmggmj
LC
gmgm
LC
gm CRCDLC
1
23  . 
Para o quarto termo de (D3.3), temos: 
(D3.28)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫∫
Δ+
Δ−
ΔΔ+
Δ−
Δ
z
Dddr
z
D
z
dzdr gRCg
zz
zz
r
gRC
g
zz
zz
r
LC
gm
m
m
m
m
ϕϕ 2
2
2
0
2
2
2
0
4  , 
que fica, 
(D3.29)  
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
∂
∂−∂
∂=ℑ
Δ−
−
Δ+Δ
∫ 212
2
0
4
zz
gRC
gm
zz
gRC
gm
r
LC
gm
mm
z
D
z
Ddr
ϕϕ
 , 
novamente, seguindo o procedimento de (D2.31), temos ao final,  
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(D3.30)  ( ) ( )[ ]1112
0
14 −−+
Δ
−−−Δ=ℑ ∫ gmgmRCgmgmgmRCgm
r
LC
gm DDdrz
ϕϕϕϕ  , 
que fica, 
(D3.31)  ( ) ( )⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−−Δ=ℑ −−
Δ
+
Δ
∫∫ 11
2
0
1
2
0
14 gmgm
RC
gm
r
gmgm
RC
gm
r
LC
gm DdrDdrz
ϕϕϕϕ  , 
e daí, após rearranjos, 
(D3.32)  ( ) ( )[ ]LCgmLCgmRCgmLCgmLCgmRCgmLCgm DDzr 11124 −−+ −−−ΔΔ=ℑ ϕϕϕϕ  . 
Definindo: 
(D3.33)  RCgm
LC
gm Dz
rDIZ 12 −Δ
Δ=  , 
(D3.34)  RCgm
LC
gm Dz
rDSZ Δ
Δ=
2
 . 
Com isso, 
(D3.35)  ( ) LCgmLCgmLCgmLCgmLCgmLCgmLCgmLCgm DSZDSZDIZDIZ 114 +− ++−=ℑ ϕϕϕ  . 
No quinto termo de (D3.3), temos: 
(D3.36)  ( ) gRCRgRCfgzz
zz
r
LC
gm
m
m
dzdr ϕη ∑−∑=ℑ ∫∫
Δ+
Δ−
Δ 2
2
2
0
5  . 
Esse termo segue os mesmos procedimentos adotados para se chegar a Eq. (D3.8). Com 
isto temos o seguinte resultado final, para esse termo: 
(D3.37)  ( ) ( )[ ] LCgRCRgmRCRgmRCfgmRCfgmLCgm zr ϕη ∑+∑−∑+∑ΔΔ=ℑ −− 11415  . 
 Para o sexto termo de (D3.3) temos:  
(D3.38)  g
RC
gf
zz
zz
r
LC
gmg
m
m
dzdr ′′
Δ+
Δ−
Δ
′ ∑′=ℑ ∫∫ ϕη
2
2
2
0
6  . 
Com base no termo anterior temos o seguinte resultado: 
(D3.39)  ( ) LCgRCmgfRCmgfLCgmg zr ′′−′′ ∑+∑′ΔΔ=ℑ ϕη 1416  . 
O sétimo termo de (D3.3) é dado por:  
(D3.40)  kkagk
zz
zz
r
LC
gm Cdzdr
m
m
λχ∫∫
Δ+
Δ−
Δ
=ℑ
2
2
2
0
7  , 
cujo resultado final, baseado em (D3.4), fica,  
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(D3.41)  LCkmkagk
LC
gkm Czr λχΔΔ=ℑ 2
17  . 
 Por último, o oitavo termo de (D3.3) fica: 
(D3.42)  g
zz
zz
r
LC
gm Sdzdr
m
m
∫∫
Δ+
Δ−
Δ
=ℑ
2
2
2
0
8  , 
que é dado por: 
(D3.43)  ( )RCgmRCgmLCgm SSzr +ΔΔ=ℑ −1418  . 
Por fim, novamente, a Eq. (3.1) discretizada é estruturada na seguinte maneira: 
(D3.44)  LCgm
I
k
LC
gkm
G
gg
LC
gmg
LC
gm
LC
gm
LC
gm
g
g
LC
gmg
LC
gm 87654321
11
1
1
ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑∑∑
=+=′
′
−
=′
′  . 
Para os precursores temos os seguintes resultados: 
(D3.45)  
dt
dCzr
LC
kmLC
km ΔΔ=ℜ 2
11  ; 
(D3.46)  ( ) LCgRCmgfRCmgfgkLCmgk zAr ′′−′′′ ∑+∑′ΔΔ=ℜ ϕνβ 1412  ; 
(D3.47)  LCkmk
LC
km Czr λΔΔ=ℜ 2
13  . 
Dessa forma, a compactação desses termos toma a forma: 
(D3.48)  LCkm
G
g
LC
mgk
LC
km 321
1
ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
 
D4. Discretização na região central da base do cilindro, cota 1=m . 
 Para essa posição a equação a ser integrada é a mesma definida por (D3.3) e os 
limites de integração são os seguintes: 20 rr Δ≤≤  e 20 zz Δ≤≤  . Com isto, temos: 
 (D4.1)  ( )⎢⎢⎣
⎡ +∂
∂+∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
ΔΔ ∑∫∫ 2
21
1
1
2
0
2
0
21
r
D
t
dzdr gRCgg
g
g
RC
ggsgg
RC
gf
g
g
zr ϕϕδηϕϑ  
( ) ⎥⎦
⎤++∑′+∑−∑+∂
∂
∂
∂+ ∑∑
=
′
+=′
′
RC
g
I
k
kkagkg
G
gg
RC
gfg
RC
Rg
RC
fg
gRC
g SCz
D
z 11
λχϕηϕηϕ  . 
Dessa forma, o primeiro termo em (D4.1) é dado por: 
(D4.2)  
t
dzdr g
g
zr
LC
g ∂
∂=ℑ ∫∫
ΔΔ ϕ
ϑ
11
2
0
2
0
1  , 
que fica, 
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(D4.3)  ∫∫
ΔΔ
∂
∂=ℑ
2
0
2
0
1
1
11
zrLC
g
g
LC
g dzdrt
ϕ
ϑ  , 
que é imediato: 
(D4.4)   
t
zr
LC
g
g
LC
g ∂
∂ΔΔ=ℑ 11 14
11
ϕ
ϑ  . 
 O segundo termo fica: 
(D4.5)  ( ) gRCggsggRCgfzrLCgg dzdr ′′−′′ΔΔ′ ∑+∑′=ℑ ∫∫ ϕδη 12
0
2
0
12  , 
cujo resultado final é dado por: 
(D4.6)  ( ) LCgRCggsggRCgfLCgg zr ′′−′′′ ∑+∑′ΔΔ=ℑ ϕδη 1111 412  . 
Para o terceiro termo temos: 
 (D4.7)  2
22
0
2
0
1 23 r
Ddzdr gRCg
zr
LC
g ∂
∂=ℑ ∫∫
ΔΔ ϕ
 , 
que fica, após rearranjos, 
(D4.8)  
rr
drDdz g
r
RC
g
z
LC
g ∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫
ΔΔ ϕ2
0
2
0
1 23  . 
A integração em r  aparece na Eq. (D3.9). O resultado dessa integração esta na equação 
(D3.19). Dessa forma, (D4.8) fica:  
 (D4.9)  
⎟⎟
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
Δ
−
=ℑ
∑
∫ =
Δ
r
Ddz
LC
g
N
j
jggj
gRC
g
z
LC
g
ϕϕωϖ
θ
1
22
0
1
1
23  . 
Dessa forma, seguindo as seqüências dos passos da Eq. (D3.9), temos: 
(D4.10)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −Δ=ℑ ∑∫ =
Δ
LC
g
N
j
jggj
g
RC
g
z
LC
g Ddzr
ϕϕωϖ
θ
1
2
2
0
1
123  . 
Novamente, alternando a integração com o somatório, após alguns arranjos, temos: 
(D4.11)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−Δ=ℑ ∑ ∫∫ =
ΔΔ θ ϕϖ
ωϕ
N
j
jg
g
gjRC
g
z
LC
g
RC
g
z
LC
g DdzDdzr 1
2
2
0
2
0
1
23  . 
é fácil chegar ao seguinte resultado,  
(D4.12)   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−Δ=ℑ ∑ ∫∫ =
ΔΔ θ
ϖ
ωϕϕ
N
j g
gjRC
g
z
jg
RC
g
z
LC
g
LC
g DdzDdzr 1
2
0
12
2
0
11
23  . 
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que fica, 
(D4.13)   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ Δ+Δ−Δ=ℑ ∑=
θ
ϖ
ωϕϕ
N
j g
gjRC
gjg
RC
g
LC
g
LC
g D
zDz
r 1 1
1
112111 22
23 . 
Definindo: 
(D4.14)  RCgg Dr
zDLC 11 Δ
Δ=  , 
(D4.15)  
1
1
11
g
gjRC
ggj Dr
zCRC ϖ
ω
Δ
Δ=  , 
 
de maneira que tenhamos, finalmente, 
 
(D4.16)  ∑
=
+−=ℑ θ ϕϕ
N
j
jggj
LC
gg
LC
g CRCDLC
1
1211113  . 
 Para o quarto termo, temos, 
(D4.17)  ∫∫∫∫
ΔΔΔΔ
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=∂
∂
∂
∂=ℑ
2
0
2
0
2
0
2
0
14
z
gRC
g
r
gRC
g
zr
LC
g z
Dddr
z
D
z
dzdr
ϕϕ
 , 
(D4.18)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂=ℑ
=ΔΔ
∫
022
0
114
z
g
r
g
r
RC
g
LC
g zz
drD
ϕϕ
 , 
que, utilizando (D1.9), fica, 
(D4.19)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈−Δ
−=ℑ ∫
Δ
gB
LC
g
LC
g
LC
g
r
RC
g
LC
g z
drD 112
2
0
114
ϕϕϕ
 , 
e daí, 
(D4.20)  ( )LCgLCgRCgLCgRCg
gB
LC
g Dz
rDr 12111
1
1 2
1
2
14 ϕϕϕ −Δ
Δ+∈
Δ−=ℑ  . 
Definindo: 
(D4.21)  RCgRC
gB
LC
g D
rDIZ 11 2
1
∈
Δ=   , 
(D4.22)  RCg
LC
g Dz
rDSZ 11 2
1
Δ
Δ=  , 
agora, temos, finalmente: 
(D4.23)  ( ) LCgLCgLCgLCgLCgLCg DSZDSZDIZ 2111114 ϕϕ ++−=ℑ  . 
No quinto termo de (D4.1), temos: 
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(D4.24)  ( ) gRCRgRCfgzrLCg dzdr ϕη ∑−∑=ℑ ∫∫ ΔΔ 2
0
2
0
15  , 
cujo resultado final fica: 
(D4.25)  ( ) LCgRCRgRCfgLCg zr 1111 415 ϕη ∑−∑ΔΔ=ℑ  . 
 Para o próximo termo, o sexto, temos: 
(D4.26)  g
RC
gf
zr
LC
gg dzdr ′′
ΔΔ
′ ∑′=ℑ ∫∫ ϕη
2
0
2
0
16    
e resultado imediato é o seguinte, 
(D4.27)   LCg
RC
gf
LC
gg zr 111 4
16 ′′′ ∑′ΔΔ=ℑ ϕη  . 
O sétimo termo é dado por: 
(D4.28)   kkagk
zr
LC
gk Cdzdr λχ∫∫
ΔΔ
=ℑ
2
0
2
0
17 . 
Novamente, o resultado imediato é o seguinte: 
(D4.29)  LCkkagk
LC
gk Czr 11 4
17 λχΔΔ=ℑ  . 
 O oitavo e último termo nessa posição é dado por: 
(D4.30)   RCg
zr
LC
g Sdzdr ∫∫
ΔΔ
=ℑ
2
0
2
0
18  , 
e o resultado final fica, 
(D4.31)   RCg
LC
g zSr 11 4
18 ΔΔ=ℑ  . 
A estruturação desses termos para representar a Eq. (D4.1) é dado por: 
 (D4.32)  LCg
I
k
LC
gk
G
gg
LC
gg
LC
g
LC
g
LC
g
g
g
LC
gg
LC
g 1
1
1
1
1111
1
1
11 87654321 ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑∑∑
=+=′
′
−
=′
′  . 
E para os precursores temos os resultados: 
(D4.33)  
dt
dCzr
LC
kLC
k
1
1 4
11 ΔΔ=ℜ  ; 
(D4.34)  LCg
RC
gfgk
LC
gk zAr 111 4
12 ′′′′ ∑′ΔΔ=ℜ ϕνβ  ; 
(D4.35)  LCkk
LC
k Czr 11 4
13 λΔΔ=ℜ  . 
Dessa forma, a compactação desses termos toma a forma: 
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(D4.36)  LCk
G
g
LC
gk
LC
k 1
1
11 321 ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
 
D5. Discretização na base do cilindro, cota 1=m , para um ponto ( )), ji . 
 Para essa posição a integração segue a linha da equação (D2.7) e os intervalos de 
variação são os seguintes: 22 rrrrr ii Δ+≤≤Δ−  , 22 θθθθθ Δ+≤≤Δ− jj  e 
20 zz Δ≤≤  . Com isto, temos: 
(D5.1)   ( )⎪⎩
⎪⎨⎧ +∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
ΔΔ+
Δ−
Δ+
Δ−
∑∫∫∫ gg
g
ggsgggf
g
g
zrr
rr t
dzdrdr
j
j
i
i
ϕδηϕϑθ
θθ
θθ
1
1
1
2
0
2/
2/
2/
2/
1                                         
 
 ( ) +∑−∑+∂∂∂∂+∂∂∂∂+∂∂∂∂+ gRgfggggggg zDzDrrrDrr ϕηϕθϕθϕ 211  
 
⎭⎬
⎫++∑′+ ∑∑
=
′
+=′
′ g
I
k
kkagkg
G
gg
gf SC
11
λχϕη  , 
com η′  e η  definidos anteriormente. Par fins de agilidade, notamos que o único termo 
que difere do desenvolvimento da discretização em torno do ponto genérico ( )mji ,,  é o 
quinto termo da Eq. (D4.1), devida a condição de contorno da base do cilindro. Além 
disso, a integração é realizada num volume de altura 2zΔ . Logo, podemos ir direto aos 
resultados dos demais termos baseado nos desenvolvimentos das seções C2 e D4. Dessa 
forma, do primeiro ao quarto termo de (D4.1) temos os seguintes resultados: 
(D5.2)  
dt
d
zri gij
g
gij
12
1
1)1(
2
11
ϕ
ϑθΔΔΔ−=ℑ , 
(D5.3) ( ) ( ) ([{ +∑+∑+∑′−ΔΔΔ=ℑ −−′−′−′−−′′ 11111111121 45812 jgigsggjigfjigfgijg izr δηθ  
)] ( ) ( ) ( )[ ]} 1111111111 43 ijggijgsgijgsggijgfijgfjgigs i ′′−′−′′−′−′ ∑+∑+∑+∑′−+∑+ ϕδη  
Definindo: 
 (D5.4) ( )( )111111 2341 jgijgigij DDizDIR −−− +−ΔΔ= θ  , 
(D5.5) ( )( )1111 2141 gijgijgij DDizDSR +−ΔΔ= −θ , 
podemos exibir 13gijℑ  como:  
 111
(D5.6)  ( ) 11111111113 jgigijgijgijgijjgigijgij DSRDSRDIRDIR +− ++−=ℑ ϕϕϕ  . 
Definindo:  
(D5.7)  ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= −−− 1
2/1ln
2/3
1ln
2
1
111111 i
iD
i
iDzDIT gijjgigij θ  , 
(D5.8)  ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= − 1
2/1ln
2/3
1ln
2
1
1111 i
iD
i
iDzDST gijjgigij θ  . 
Dessa forma, temos: 
(D5.9) ( ) 11111111114 +− ++−=ℑ gijgijgijgijgijgijgijgij DSTDSTDITDIT ϕϕϕ  .  
 Para o quinto termo temos o seguinte: 
(D5.10)   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫∫∫∫
ΔΔ+
Δ−
Δ+
Δ−
ΔΔ+
Δ−
Δ+
Δ− z
Dddrdr
z
D
z
dzdrdr gg
zrr
rr
g
g
zrr
rr
gij
j
j
i
i
j
j
i
i
ϕθϕθ
θθ
θθ
θθ
θθ
2
0
2/
2/
2/
2/
2
0
2/
2/
2/
2/
15  ,                                       
 
 
 
(D5.11)  =⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂=ℑ
=ΔΔ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫
02
1
2/
2/
2/
2/
15
z
g
z
g
g
rr
rr
gij zz
Ddrdr
j
j
i
i
ϕϕθ
θθ
θθ
                                       
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈−Δ
−= ∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ− gB
ggg
g
rr
rr z
Ddrdr
j
j
i
i
112
1
2/
2/
2/
2/
ϕϕϕθ
θθ
θθ
, 
utilizando a Eq. (D1.9), para a condição de contorno de fluxo nulo na distância 
extrapolada. Nesse caso, a equação (D5.11), fica assim: 
(D5.12)   ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
∈−Δ−=ℑ ∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ− gB
g
g
g
gg
rr
rr
gij
D
z
D
drdr
j
j
i
i
1
1
1
12
2/
2/
2/
2/
15 ϕϕϕθ
θθ
θθ
 ,                                       
que fica, 
(D5.13)   ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
∈−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ− gB
g
gjg
gjgj
rr
rr
gij
D
dDd
z
rdr
j
j
j
j
i
i
1
2/
2/
11
2/
2/
12
2/
2/
15
θθ
θθ
θθ
θθ
θϕθϕϕ  , 
cujo resultado parcial é o seguinte, 
(D5.14)   ( )
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈
Δ−+Δ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−=ℑ
−
−
−
Δ+
Δ−
∫
gBj
gj
gBj
gj
gjgjgj
gjgj
rr
rr
gij
DD
DD
z
rdr
i
i
1
1
11
1111
12
2/
2/
1 22
5 θϕθϕϕ  . 
Dessa forma, após rearranjos, a integração em r  fica, 
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(D5.15)   ( ) −
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
∫ 111
2/
2/
12
1 2
5 gjgj
rr
rr
gjgj
gij DDrdrz
i
i
ϕϕθ  
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈
Δ+
−
−
Δ+
Δ−
∫
gBj
gj
gBj
gj
rr
rr
gj
DD
rdr
i
i
1
1
11
2/
2/
12
ϕθ , 
com o seguinte resultado: 
(D5.16)  ( )[ ]( )+⎩⎨⎧ +Δ−−⎟⎟⎠⎞⎜⎜⎝⎛ Δ−Δ=ℑ −−− 1111122121 2/2125 jgijgiiigjgjgij DDrrrzϕϕθ  
( )[ ]( ) ( )[ ]⎪⎩⎪⎨
⎧ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈Δ−−
Δ−⎭⎬
⎫+−Δ++
−
−
−−
−−
−
jgBi
jgi
jgBi
jgi
iigjgijgijii
DD
rrrDDrrr
1
11
11
11122
1111
22 2/
2
1
2
2/
2
1 ϕθ
( )[ ] ⎪⎭⎪⎬
⎫
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈−Δ++ −
−
gBij
gij
gBij
gij
ii
DD
rrr 1
1
11222/
2
1  . 
 
Finalmente, após arranjos e substituições, temos: 
 
 
(D5.17)  ( ) ( )( )[ ( )( +−++−−ΔΔΔ=ℑ −−−− 111111112
2
1 4/34/54
15 gijjgijgigjgjgij DiDDiz
r ϕϕθ  
)] ( ) ( )
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈Δ−+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈Δ−Δ
ΔΔ−+
−
−
−
−
−−
−−
gBij
gij
gBij
gij
jgBi
jgi
jgBi
jgi
gjgij
DD
zi
DD
zi
z
rD 1
1
11
1
11
11
111
1
2
1 4/34/54
1 ϕθ  . 
Definindo: 
(D5.18)  ( )
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈Δ−Δ
ΔΔ=
−
−
−−
−−
jgBi
jgi
jgBi
jgi
gij
DD
zi
z
rDIZ
1
11
11
111
2
1 4/54
1 θ   
( )
⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈Δ−+ −
−
gBij
gij
gBij
gij DDzi 1
1
114/3 , 
(D5.19)  ( )( ) ( )( )[ ]1111111121 4/34/541 gijgijjgijgigij DDiDDizrDSZ +−++−ΔΔΔ= −−−−θ  . 
Com isto, temos: 
(D5.20)  ( ) 2111115 gijgijgijgijgijgij DSZDSZDIZ ϕϕ ++−=ℑ  . 
 Do sexto termo ao nono, adotamos os mesmos procedimentos anteriores ao 
quinto, isto é, os termos restantes são dados por: 
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(D5.21) ( ) ( ) ( )[ ]{ +∑+∑−∑+∑−ΔΔΔ=ℑ −−−−−− 111111111121 45816 jRgijRgijfgijfgigij izr ηθ  
( ) ( ) ( )[ ]} 111111143 gijRgijRgijfgijfgiji ϕη ∑+∑−∑+∑−+ −−  , 
(D5.22) ( )( )[ +∑+∑−′ΔΔΔ=ℑ −′−−′′ 1111121 45817 jigfjigfgijg izr ηθ  
( )( )] 111143 ijgijgfijgfi ′′−′ ∑+∑−+ ϕ , 
(D5.23)  1
2
1 )1(2
18 kijkagkgkij Czri λχθΔΔΔ−=ℑ , 
(D5.24) ( )( ) ( )( )[ ]1111111121 4345819 gijgijjgijgigij SSiSSizr +−++−ΔΔΔ=ℑ −−−−θ  . 
A estruturação desses termos é dada por: 
(D5.25)  +ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑∑
+=′
′
−
=′
′
G
gg
gijggijgijgijgij
g
g
gijggij
1
11111
1
1
11 7654321  
1
1
1 98 gij
I
k
gkij ℑ+ℑ+∑
=
 
 
 
 
 As equações dos precursores são as seguintes: 
(D5.26)  
dt
dC
zri kijkij
12
1 )1(2
11 ΔΔΔ−=ℜ θ ; 
(D5.27)  ( )( )[ +∑+∑−ΔΔΔ=ℜ −′−−′′′ 1111121 4582 jigfjigfgkijgk izrA νθβ  
( )( )] 111143 ijgijgfijgfi ′′−′ ∑+∑−+ ϕ  
(D5.28)  1
2
1 )1(2
13 kijkkij Czri λθΔΔΔ−=ℜ . 
Sua estruturação fica: 
(D5.29)  1
1
11 321 kij
G
g
ijgkkij ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
 
D6. Discretização na base do cilindro, cota 1=m , para um ponto ( )jN R , . 
 Para essa posição a integração se dá nos intervalos de variação: 
RR NN
rrrr ≤≤Δ− 2  , 22 θθθθθ Δ+≤≤Δ− jj  e 20 zz Δ≤≤  . Com isto, temos: 
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(D6.1)   ( )⎪⎩
⎪⎨⎧ +∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
ΔΔ+
Δ−Δ−
∑∫∫∫ gg
g
ggsgggf
g
g
zr
rr t
dzdrdr
j
j
RN
RN
ϕδηϕϑθ
θθ
θθ
1
1
1
2
0
2/
2/2/
1                                         
 ( ) +∑−∑+∂∂∂∂+∂∂∂∂+∂∂∂∂+ gRgfggggggg zDzDrrrDrr ϕηϕθϕθϕ 211  
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⎫++∑′+ ∑∑
=
′
+=′
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I
k
kkagkg
G
gg
gf SC
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λχϕη  , 
com η′  e η  definidos anteriormente. Com isto, para o primeiro, termo temos: 
(D6.2)   ∫∫∫∫∫∫
ΔΔ+
Δ−Δ−
ΔΔ+
Δ−Δ− ∂
∂=∂
∂=ℑ
2
0
2/
2/2/
1
2
0
2/
2/2/
1
111
zr
rr
jgN
g
g
g
zr
rr
jgN dzdrdrtt
dzdrdr
j
j
RN
RN
R
j
j
RN
RN
R
θθ
θθ
θθ
θθ
θϕϑ
ϕ
ϑθ  ,                                       
que fica, 
(D6.3)   ( )[ ]
2
2/
2
111 2211
zrrr
t RR
R
R NN
jgN
g
jgN
ΔΔΔ−−∂
∂=ℑ θϕϑ  .  
Após rearranjos, e lembrando a Eq. (D2.25), temos:  
(D6.4)   ( )
t
zrN jgN
g
RjgN
R
R ∂
∂ΔΔΔ−=ℑ 121 1454
11
ϕ
ϑθ  .  
 
 
 No segundo termo temos: 
(D6.5)   ( ) gggsgggfzr
rr
jgNg dzdrdr
j
j
RN
RN
R ′′−′′
ΔΔ+
Δ−Δ−
′ ∑+∑′=ℑ ∫∫∫ ϕδηθ
θθ
θθ
1
2
0
2/
2/2/
12  ,                                        
que fica, 
(D6.6)   ( ) ( )[ ] 1111111121 412 jNgjgNgsjgNgsggjNgfjNgfjgNg RRRRRR zr ′′−′−′′−′′ ∑+∑+∑+∑′ΔΔΔ=ℑ ϕδηθ                              
 O terceiro termo de (D6.1) é dado por: 
(D6.7) ∫ ∫∫∫∫∫
Δ
Δ−
Δ+
Δ−
ΔΔ+
Δ−Δ− ∂
∂
∂
∂=∂
∂
∂
∂=ℑ
2
0 2/
2/
2/
2
0
2/
2/2/
1
113
z
g
g
r
rr
z
g
g
r
rr
jgN r
rD
rr
rdrdzd
r
rD
rr
dzdrdr
RN
RN
j
j
j
j
RN
RN
R
ϕθϕθ
θθ
θθ
θθ
θθ
 , 
que é dado por: 
(D6.8)  ∫ ∫∫∫ ∫∫
Δ
Δ−
Δ+
Δ−
Δ
Δ−
Δ+
Δ−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=∂
∂
∂
∂=ℑ
2
0 2/
2/
2/
2
0 2/
2/
2/
1
13
z r
rr
g
g
z
g
g
r
rr
jgN
RN
RN
j
j
RN
RN
j
j
R r
rDddzd
r
rD
rr
rdrdzd
ϕθϕθ
θθ
θθ
θθ
θθ
 , 
que fica, 
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(D6.9)  ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
∂
∂Δ−−∂
∂=ℑ
Δ−Δ
−
Δ+
Δ−
∫∫
2/2
0
1
2/
2/
1 2/3
rr
g
N
r
g
N
z
gNjgN
RN
R
RN
RR
j
j
R r
rr
r
rdzDd
ϕϕθ
θθ
θθ
 , 
e daí, utilizando (D2.13), (D2.35) e a condição de contorno expressa em (1.10), temos: 
(D6.10)  ( ) ( )⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
Δ
−−−∈−−Δ=ℑ
−
Δ
−
Δ+
Δ−
∫∫ rNNdzDdr RRRR
j
j
R
gNgN
R
gR
gN
R
z
gNjgN
1
2
0
1
2/
2/
1 23)1(3
ϕϕϕθ
θθ
θθ
 , 
que fica, 
(D6.11)  ⎢⎢⎣
⎡ +∈−−Δ=ℑ
−
ΔΔ+
Δ−
∫∫
gR
gN
z
jgNRjgN
R
j
j
RR
D
dzdNr 1
2
0
2/
2/
11 )1(3
θθ
θθ
θϕ   
                                ( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
Δ
−−− −
ΔΔ+
Δ−
− ∫∫ 1
2
0
2/
2/
11123
R
j
j
RR
gN
z
jgNjgN
R Ddzdr
N
θθ
θθ
θϕϕ  , 
e daí, 
(D6.12)  
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈ΔΔ−−Δ=ℑ
−
−
−−
1
11
11
111
11 4
1)1(3
gRj
jgN
gRj
jgN
jgNRjgN
RR
RR
DD
zNr θϕ   
                               ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤+ΔΔΔ
−−− −−−− 11111111 4
123 jgNjgN
jgNjgN
R RR
RR DDz
r
N θϕϕ  . 
Definido: 
(D6.13)  ( )( )111111 2341 jgNjgNRjgN RRR DDNzDIR −−− +−ΔΔ= θ  , 
(D6.14)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈−ΔΔΔ=
−
−
−−
1
11
11
111
1 )1(4
1
gRj
jgN
gRj
jgN
RjgN
RR
R
DD
NzrDSR θ  . 
Com isso, temos: 
(D6.15)  ( ) 11111113 jgNjgNjgNjgNjgNjgN RRRRRR DSRDIRDIR ϕϕ +−=ℑ −  . 
 Para o quarto termo, temos: 
(D6.16)  θ
ϕ
θθθ
ϕ
θθ
θθ
θθ
θθ
θθ ∂
∂
∂
∂=∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ
Δ−
ΔΔ+
Δ−Δ−
g
g
zr
rr
g
g
zr
rr
jgN Dddzr
drD
r
dzdrdr
j
j
RN
RN
j
j
RN
RN
R
2/
2/
2
02/
2
2
0
2/
2/2/
1
14   
que fica, 
(D6.17)  ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ
Δ−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=ℑ
2/
2/
2
02/
14
θθ
θθ θ
ϕj
j
RN
RN
R
g
g
zr
rr
jgN Dddzr
dr  , 
e daí, 
 116
(D6.18)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−−Δ
−=ℑ −−+
Δ
Δ−
∫∫ θϕϕθ ϕϕ 111
2
02/
14
gjgj
gj
gjgj
gj
zr
rr
jgN DDdzr
drRN
RN
R
 , 
que ainda fica, 
(D6.19)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
Δ
−−Δ
−Δ=ℑ −−+
Δ−
∫ θϕϕθ ϕϕ 1111111112/1 24
gjgj
gj
gjgj
gj
r
rr
jgN DD
z
r
drRN
RN
R
 . 
Dessa forma, o quarto termo fica, 
(D6.20)  ( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−−Δ
Δ=ℑ −
Δ−
−
Δ−
+ ∫∫ 11
2/
1111
2/
1111 2
14 gj
r
rr
gjgjgj
r
rr
gjgjjgN Dr
drD
r
drz RN
RN
RN
RN
R
ϕϕϕϕθ  . 
Desde que, 
(D6.21)   ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−=∫
Δ− 23
1ln
2/ R
R
r
rr N
N
r
drRN
RN
 , 
temos, agora, 
(D6.22)   ( ) +⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−−Δ
Δ=ℑ + 11111 23
1ln
2
14 jgN
R
R
jgNgjNjgN RRRR
D
N
Nz ϕϕθ  
                                     ( ) ⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−−− −− 11111 23
1ln jgN
R
R
jgNjgN RRR
D
N
Nϕϕ  . 
Definindo: 
(D6.23)  111 23
1ln
2
1
−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= jgN
R
R
jgN RR
D
N
NzDIT θ  , 
(D6.24)  11 23
1ln
2
1
jgN
R
R
jgN RR
D
N
NzDST ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= θ  , 
temos, finalmente: 
(D6.25)   ( ) 11111111114 +− ++−=ℑ gjNjgNjgNjgNjgNgjNjgNjgN RRRRRRRR DSTDSTDITDIT ϕϕϕ  . 
No quinto termo temos: 
(D6.26)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫∫∫∫
ΔΔ+
Δ−Δ−
ΔΔ+
Δ−Δ− z
Dddrdr
z
D
z
dzdrdr gg
zr
rr
g
g
zr
rr
jgN
j
j
RN
RN
j
j
RN
RN
R
ϕθϕθ
θθ
θθ
θθ
θθ
2
0
2/
2/2/
2
0
2/
2/2/
15  , 
que fica, 
(D6.27)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈−Δ
−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=ℑ ∫∫∫∫∫
Δ+
Δ−Δ−
ΔΔ+
Δ−Δ− gB
ggg
g
r
rr
g
g
zr
rr
jgN z
Ddrdr
z
Dddrdr
j
j
RN
RN
j
j
RN
RN
R
112
1
2/
2/2/
2
0
2/
2/2/
15
ϕϕϕθϕθ
θθ
θθ
θθ
θθ
 , 
e daí, 
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(D6.28)  ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
∈−−Δ=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ− gB
g
gggg
r
rr
jgN
D
dDd
z
rdr
j
j
j
j
RN
RN
R
1
2/
2/
11
2/
2/
12
2/
1
15
θθ
θθ
θθ
θθ
θϕθϕϕ  , 
que fica, 
(D6.29)  ( ) ( )⎢⎣⎡ ++Δ−Δ=ℑ −Δ−∫ 111122/1 2
15 gjgjgjgj
r
rr
jgN DDz
rdr
RN
RN
R
θϕϕ   
                                        
⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈
Δ−
−
−
gBj
gj
gBj
gj
gj
DD 1
1
11
1 2
θϕ  , 
e daí, 
(D6.30)  ( ) ( )⎢⎢⎣
⎡ ++−Δ
Δ=ℑ −
Δ−
∫ 111
2/
121
1
2
5 gjgj
r
rr
jgNjgNjgN DDrdrz
RN
RN
RRR
ϕϕθ   
 
                                      ⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈− −
−
Δ−
∫
gBj
gj
gBj
gj
r
rr
jgN
DD
rdr
RN
RN
R
1
1
11
2/
1ϕ  . 
Tendo em mente que, 
(D6.31)  ( ) 2
2/
45 rNrdr R
r
rr
RN
RN
Δ−=∫
Δ−
  , 
temos, 
 
(D6.32)  ( )( ) ( )⎢⎣⎡ ++Δ−−ΔΔ=ℑ − 1112121 45125 jgNjgNRjgNjgNjgN RRRRR DDrNz ϕϕθ   
                                      ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈Δ−− −
−
jgBN
jgN
jgBN
jgN
RjgN
R
R
R
R
R
DD
rN 1
1
112
1 45ϕ  . 
Definindo: 
(D6.33)  ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈−Δ= −
−
jgBN
jgN
jgBN
jgN
RjgN
R
R
R
R
R
DD
NrDIZ 1
1
112
1 45  , 
(D6.34)  ( )( )11121 452 jgNjgNRjgN RRR DDNzrDSZ +−ΔΔΔ= −θ  . 
Feito isto, temos: 
(D6.35)  ( ) 2111115 jgNjgNjgNjgNjgNjgN RRRRRR DSZDSZDIZ ϕϕ ++−=ℑ   
 No sexto termo temos: 
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(D6.36)   ( ) gRgfgzr
rr
jgN dzdrdr
j
j
RN
RN
R
ϕηθ
θθ
θθ
∑−∑=ℑ ∫∫∫
ΔΔ+
Δ−Δ−
2
0
2/
2/2/
16  ,                                        
cujo resultado final é dado por: 
(D6.37)   ( ) ( )[ ] 111111121 416 jgNjRgNjRgNjfgNjfgNjgN RRRRRR zr ϕηθ ∑+∑−∑+∑ΔΔΔ=ℑ −−  .                                       
Para o sétimo termo o resultado final é o seguinte: 
(D6.38)   ( ) 111121 417 jNgjNgfjNgfjgNg RRRR zr ′′−′′ ∑+∑′ΔΔΔ=ℑ ϕηθ  .                                        
 O oitavo termo é dado por: 
(D6.39)   ( ) 121 454
18 jkNkagkRjgkN RR CzrN λχθΔΔΔ−=ℑ  .  
 Por último, o resultado final para o nono termo de (D6.1), é dado por: 
(D6.40)   ( )11121 419 jgNjgNjgN RRR SSzr +ΔΔΔ=ℑ −θ  .                                        
 Com isto, a equação (D6.1), discretizada, fica estruturada na seguinte forma. 
(D6.41)  +ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑−
=′
′ 1111
1
1
11 654321 jgNjgNjgNjgN
g
g
jgNgjgN RRRRRR
 
1
1
1
1
1 987 jgN
I
k
jgkN
G
gg
jgNg RRR
ℑ+ℑ+ℑ+ ∑∑
=+=′
′ . 
 
 
 As equações dos precursores são as seguintes: 
(D6.42)  ( )
dt
dC
zrN jkNRjkN RR
12
1 454
11 ΔΔΔ−=ℜ θ ; 
(D6.43)  ( ) 111121 42 jNgjNgfjNgfgkjNgk RRRR zrA ′′−′′′ ∑+∑ΔΔΔ=ℜ ϕνθβ  
(D6.44)  ( ) 121 454
13 jkNkRjkN RR CzrN λθΔΔΔ−=ℜ . 
Sua estruturação fica: 
(D6.45)  1
1
11 321 jkN
G
g
jNgkjkN RRR
ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
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D7. Discretização numa cota genérica m  do contorno radial do núcleo cilíndrico. 
 Para essa posição a integração se dá nos intervalos de variação: 
RR NN
rrrr ≤≤Δ− 2  , 22 θθθθθ Δ+≤≤Δ− jj  e 22 zzzzz mm Δ+≤≤Δ−  . Com 
isto, temos: 
(D7.1)   ( )⎪⎩
⎪⎨⎧ +∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
∑∫∫∫ gg
g
ggsgggf
g
g
zz
zz
r
rr t
dzdrdr
m
m
j
j
RN
RN
ϕδηϕϑθ
θθ
θθ
1
1
1
2
2
2/
2/2/
1                                         
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k
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λχϕη  , 
com η′  e η  já definidos, como anteriormente. Dessa forma, o primeiro fica: 
(D7.2)   ∫∫∫∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ− ∂
∂=∂
∂=ℑ
2
2
2/
2/2/
2
2
2/
2/2/
111
zz
zz
r
rr
jmgN
g
g
g
zz
zz
r
rr
jmgN
m
m
j
j
RN
RN
R
m
m
j
j
RN
RN
R
dzdrdr
tt
dzdrdr
θθ
θθ
θθ
θθ
θϕϑ
ϕ
ϑθ  ,                                     
que fica, 
(D7.3)   ( )[ ] zrrr
t RR
R
R NN
jmgN
g
jmgN ΔΔΔ−−∂
∂=ℑ θϕϑ
22 2/
2
111  .  
Novamente, após rearranjos, e lembrando a Eq. (D2.25), temos:  
(D7.4)   ( )
t
zrN jmgN
g
RjmgN
R
R ∂
∂ΔΔΔ−=ℑ ϕϑθ
145
2
11 2  .  
 Para o segundo termo temos: 
(D7.5)   ( ) gggsgggfzz
zz
r
rr
jmgNg
m
m
j
j
RN
RN
R
dzdrdr ′′−′′
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
′ ∑+∑′=ℑ ∫∫∫ ϕδηθ
θθ
θθ
1
2
2
2/
2/2/
2  ,                                        
que fica, 
(D7.6)   ( ) ( )[ ]gmgsgmgsggmgfmgfr
rr
jmNgjmgNg
j
j
RN
RN
RR
drdrz ′−′−′′−′
Δ+
Δ−Δ−
′′ ∑+∑+∑+∑′Δ=ℑ ∫∫ 111
2/
2/2/2
12 δηθϕ
θθ
θθ
,                             
continuando,  
(D7.7)   ( )[ +∑+∑+∑+∑′ΔΔ=ℑ ′−′−′−−′
Δ−
′′ ∫ jmgfjmgfmjgfmjgf
r
rr
jmNgjmgNg
RN
RN
RR
rdrz 1111
2/2
12 ηϕθ                                       
( )]gjmgsgjmgsmgjgsmgjgsgg ′−′−′−−′−′ ∑+∑+∑+∑+ 11111δ  . 
Finalmente, 
 120
(D7.8)   ( ) ([ +∑+∑+∑′−ΔΔΔ=ℑ −−′−−′−−−′′ 11111112 45412 jmNgfmjNgfmjNgfRjmgNg RRRR Nzr ηθ                                  
) ( )] jmNgjmgNgsjmgNgsmjgNgsmjgNgsggjmNgf RRRRRR ′−′−−′−−′−−−′−′−′ ∑+∑+∑+∑+∑+ ϕδ 1111111111  . 
Para o termo contendo as derivada em r , temos: 
(D7.9)  
r
rD
rr
dzdrdr gg
zz
zz
r
rr
jmgN
m
m
j
j
RN
RN
R ∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
ϕθ
θθ
θθ
13
2
2
2/
2/2/
  . 
Trocando a ordem de integração em r na equação acima, temos: 
(D7.10)  
r
rD
rr
rdrdzd gg
r
rr
zz
zz
jmgN
RN
RN
m
m
j
j
R ∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
ϕθ
θθ
θθ
13
2/
2
2
2/
2/
 ,   
que fica, 
(D7.11)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=ℑ ∫∫∫
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ− r
rDddzd gg
r
rr
zz
zz
jmgN
RN
RN
m
m
j
j
R
ϕθ
θθ
θθ 2/
2
2
2/
2/
3  ,   
cujo resultado imediato é o seguinte: 
(D7.12)  
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
∂
∂⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Δ−−∂
∂=ℑ
Δ−
−−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫ 211
2
2
2/
2/ 2
3
rr
g
gNN
r
g
gNN
zz
zz
jmgN
RN
RR
RN
RR
m
m
j
j
R r
Drr
r
Drdzd
ϕϕθ
θθ
θθ
 .   
Tomando as aproximações, considerando a Eq. (1.10), 
(D7.13)  
gR
gN
r
g R
RN
r ∈−≅∂
∂ ϕϕ
 , 
(D7.14) 
rr
RNRN
RN
rgr
rr
g
Δ
−≅∂
∂ −
Δ−
12 ϕϕϕ  ,  
e substituindo em (D7.12) temos, 
(D7.15)  ( )⎢⎢⎣
⎡ +∈−−Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫
gR
gN
gNR
zz
zz
jmgN
R
R
m
m
j
j
R
DNdzdr
ϕθ
θθ
θθ
1
2
2
2/
2/
13    
( ) ⎥⎦
⎤
Δ
−−− −− rDN
RR
R
gNgN
gNR
1
123
ϕϕ
 
que fica, 
(D7.16) ( )
⎢⎢⎣
⎡ +∈−−Δ=ℑ
−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∫∫
gR
gN
zz
zz
mgNRjmgN
R
m
m
R
j
j
R
D
dzNdr 1
2
2
2/
2/
13 ϕθ
θθ
θθ
 
( )
⎥⎥⎦
⎤
Δ
−−− −
Δ+
Δ−
− ∫ 1
2
2
123
R
m
m
RR
gN
zz
zz
mgNmgN
R Ddzr
N
ϕϕ
 . 
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Novamente temos, 
(D7.17) ( )
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈
Δ−−Δ=ℑ −
−
−−
Δ+
Δ−
∫
gRm
mgN
gRm
mgN
mgNRjmgN
RR
R
j
j
R
DDzNdr 1
1
11
2/
2/ 2
13 ϕθ
θθ
θθ
  
( ) ( )⎥⎦
⎤+ΔΔ
−−− −−−− mgNmgNmgNmgNR RRRR DD
z
r
N 111
1
2
23
ϕϕ
 , 
que fica, 
(D7.18)  ( )
⎢⎢⎣
⎡ +⎜⎜⎝
⎛
∈+∈+∈
Δ−−ΔΔ=ℑ
−
−−
−
−−
−−
−−−
1
11
1
11
11
111
2
1
2
13
gRjm
jmgN
mgRj
mjgN
mgRj
mjgN
jmgNRjmgN
RRR
RR
DDD
Nzr θϕ   
( ) ( )⎥⎦
⎤+++ΔΔ
−−−⎟⎟⎠
⎞
∈+ −−−−−−−−
−−
jmgNjmgNmjgNmjgN
mgNmgN
R
gRjm
jmgN
RRRR
RRR DDDD
r
N
D
11111111
11
2
23 θϕϕ
continuando, 
(D7.19)  ( )
⎢⎢⎣
⎡ +⎜⎜⎝
⎛
∈+∈+∈−−ΔΔΔ=ℑ −
−−
−
−−
−−
−−−
1
11
1
11
11
1111
2
13
gRjm
jmgN
mgRj
mjgN
mgRj
mjgN
jmgNRjmgN
RRR
RR
DDD
Nzr ϕθ   
( ) ( )( )⎥⎦
⎤+++Δ
−−−⎟⎟⎠
⎞
∈+ −−−−−−−−
−−
jmgNjmgNmjgNmjgN
mgNmgN
R
gRjm
jmgN
RRRR
RRR DDDD
r
N
D
11111111
11 23
ϕϕ
Definindo: 
(D7.20) ( )( )jmgNjmgNmjgNmjgNRjmgN RRRRR DDDDNzDIR 111111112321 −−−−−−−− +++−ΔΔ= θ  , 
(D7.21)  ( ) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈+∈+∈−ΔΔΔ=
−
−
−−
−
−−
−−
−−−
gRjm
jmgN
gRjm
jmgN
mgRj
mjgN
mgRj
mjgN
RjmgN
RRRR
R
DDDD
NzrDSR 1
1
11
1
11
11
1111
2
1 θ  , 
temos, finalmente, 
(D7.22)  ( ) jmgNjmgNjmgNjmgNjmgNjmgN RRRRRR DSRDIRDIR ϕϕ +−=ℑ −13  
 O quarto termo de (7.1) fica: 
(D7.23) =∂
∂
∂
∂=ℑ ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ− θ
ϕ
θθ
θθ
θθ
g
g
zz
zz
r
rr
jmgN Dr
dzdrdr
m
m
j
j
RN
RN
R 2
2
2
2/
2/2/
14   , 
θ
ϕ
θθ
θθ
θθ ∂
∂
∂
∂= ∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
g
g
zz
zz
r
rr
Dddz
r
dr j
j
m
m
RN
RN
2/
2/
2
22/
  , 
que é imediato: 
(D7.24) ( ) ( )[ ]1112
22/
14 −−+
Δ+
Δ−Δ−
−−−Δ=ℑ ∫∫ gjgjgjgjgjgj
zz
zz
r
rr
jmgN DDdzr
dr m
m
RN
RN
R
ϕϕϕϕθ   , 
que fica, 
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(D7.25) ( ) ( )
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−−Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
−
Δ+
Δ−
+
Δ−
∫∫∫ 1
2
2
1
2
2
1
2/
14 gj
zz
zz
mgjgjmgj
zz
zz
gjmmgj
r
rr
jmgN DdzDdzr
dr m
m
m
m
RN
RN
R
ϕϕϕϕθ   , 
que é dado por: 
(D7.26) ( ) ( )⎢⎣⎡ ++Δ−Δ=ℑ −+Δ−∫ gjmgjmgjmmgj
r
rr
jmgN DD
z
r
drRN
RN
R 11
2/ 2
14 ϕϕθ   , 
( ) ( )⎥⎦⎤+Δ−+ −−−− mgjmgjmgjgjm DDz 1111 2ϕϕ   , 
que fica, 
 
(D7.27) ( ) ( )⎢⎢⎣
⎡ ++−Δ
Δ=ℑ −
Δ−
+ ∫ gjmgjm
r
rr
gjmmgjjmgN DDr
drz RN
RN
R 1
2/
12
4 ϕϕθ    
( ) ( )⎥⎥⎦
⎤+−+ −−−
Δ−
− ∫ mgjmgj
r
rr
mjgNjmgN DDr
drRN
RN
RR 111
2/
1ϕϕ   , 
que fica, 
 
 
(D7.28) ( )( ) +⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−+−Δ
Δ=ℑ −+ 23
1ln
2
4 11
R
R
jmgNjmgNgjmmgjjmgN N
NDDz
RRR
ϕϕθ    
( )( ) ⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−+−+ −−−− 23
1ln1111
R
R
mjgNmjgNmjgNjmgN N
NDD
RRRR
ϕϕ   . 
Novamente, definindo: 
(D7.29) ( ) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−+Δ
Δ= −−− 23
1ln
2 111 R
R
mjgNmjgNjmgN N
NDDzDIT
RRR θ   , 
(D7.30) ( ) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−+Δ
Δ= − 23
1ln
2 1 R
R
jmgNjmgNjmgN N
NDDzDST
RRR θ   . 
Com isto, temos: 
(D7.31) ( ) mgjjmgNgjmjmgNjmgNmgjjmgNjmgN RRRRR DSTDSTDITDIT 114 +− ++−=ℑ ϕϕϕ   . 
O quinto termo é dado por: 
(D7.32) ∫∫∫∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂=∂
∂
∂
∂=ℑ
2
2
2/
2/2/
2
2
2/
2/2/
5
zz
zz
g
g
r
rr
g
g
zz
zz
r
rr
jmgN
m
m
j
j
RN
RN
m
m
j
j
RN
RN
R z
Dddrdr
z
D
z
dzdrdr
ϕθϕθ
θθ
θθ
θθ
θθ
  , 
que fica, 
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(D7.33) ( ) ( )[ ]1112/
2/2/
15 −−+
Δ+
Δ−Δ−
−−−Δ=ℑ ∫∫ gmgmgmgmgmgm
r
rr
jmgN DDz
drdr
j
j
RN
RN
R
ϕϕϕϕθ
θθ
θθ
  , 
que é dado por, 
(D7.34) ( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −−−Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
−
Δ+
Δ−
+
Δ−
∫∫∫ 1
2/
2/
1
2/
2/
1
2/
15 gmgjmgjmgmgjmgjm
r
rr
jmgN DdDdrdrz
j
j
j
j
RN
RN
R
θθ
θθ
θθ
θθ
θϕϕθϕϕ   , 
continuando, 
(D7.35) ( ) ( )⎢⎣⎡ ++Δ−Δ=ℑ −+Δ−∫ gjmmgjgjmgjm
r
rr
jmgN DDrdrz
RN
RN
R 11
2/ 2
15 θϕϕ    
 
( ) ( )]1111 2 −−−− ++Δ−− gjmmgjgjmgjm DDθϕϕ   , 
e daí, 
(D7.36) ( ) ( )
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
++−Δ
Δ=ℑ −
Δ−
+ ∫ gjmmgj
r
rr
gjmgjmjmgN DDrdrz
RN
RN
R 1
2
12
5 ϕϕθ
( ) ( )
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
+−− −−−
Δ−
− ∫ 111
2
1 gjmmgj
r
rr
gjmgjm DDrdr
RN
RN
ϕϕ  ,      
que fica, 
(D7.37)  ( ) ( ) ( )+⎢⎣⎡ +Δ−−ΔΔ=ℑ −+ jmgNmjgNRjmgNjmgNjmgN RRRRR DDrNz 121 452125 ϕϕθ  
( ) ( ) ( )⎥⎦⎤+Δ−−− −−−− 11121 4521 jmgNmjgNRjmgNjmgN RRRR DDrNϕϕ  . 
Da mesma forma que em situações anteriores, definimos: 
(D7.38)  ( )( )⎥⎦
⎤+−Δ
ΔΔ= −−− 111
2
45
4
1
jmgNmjgNRjmgN RRR
DDN
z
rDIZ θ  , 
(D7.39)  ( )( )jmgNmjgNRjmgN RRR DDNzrDSZ +−ΔΔΔ= −1
2
45
4
1 θ  . 
Com isto, temos, 
(D7.40) ( ) mjgNjmgNjmgNjmgNjmgNmjgNjmgNjmgN RRRRRRRR DSZDSZDIZDIZ 115 +− ++−=ℑ ϕϕϕ   . 
O sexto termo é dado por: 
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(D7.41)  ( )∫∫∫
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
∑−∑=ℑ
2
2
2/
2/2/
6
zz
zz
gRgfg
r
rr
jmgN
m
m
j
j
RN
RN
R
dzdrdr ϕηθ
θθ
θθ
 , 
que fica,                                        
(D7.42)  ( ) ( )[ ]RgmRgmfgmfgmr
rr
jmgNjmgN
j
j
RN
RN
RR
drdrz ∑+∑−∑+∑Δ=ℑ −−
Δ+
Δ−Δ−
∫∫ 11
2/
2/2/2
6 ηθϕ
θθ
θθ
 ,                                        
e daí, 
(D7.43)  ( ) ( )⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ ∑+∑−∑+∑Δ=ℑ −
Δ+
Δ−
−
Δ+
Δ−Δ−
∫∫∫ RgmRgmfgmfgm
r
rr
jmgNjmgN
j
j
j
j
RN
RN
RR
ddrdrz 1
2/
2/
1
2/
2/2/2
6
θθ
θθ
θθ
θθ
θθηϕ  , 
continuando, 
(D7.44)  ( )[ fgjmfgjmmfgjmfgjr
rr
jmgNjmgN
RN
RN
RR
rdrz ∑+∑+∑+∑ΔΔ=ℑ −−−−
Δ−
∫ 1111
2/4
16 ηϕθ                                         
( )]RgjmRgjmmRgjmRgj ∑+∑+∑+∑− −−−− 1111  , 
que fica, 
(D7.45)  ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +∑+∑+∑+∑ΔΔ=ℑ −−−−
Δ−
∫ fgjmfgjmmfgjmfgj
r
rr
jmgNjmgN
RN
RN
RR
rdrz 1111
2/4
16 ηϕθ                                        
( )⎥⎥⎦
⎤∑+∑+∑+∑− −−−−
Δ−
∫ RgjmRgjmmRgjmRgj
r
rr
RN
RN
rdr 1111
2/
 , 
e daí, finalmente, 
(D7.46)  ( ) ( )[ +∑+∑+∑+∑−ΔΔΔ=ℑ −−−− jmfgNjmfgNmjfgNmjfgNRjmgN RRRRR Nzr 11112 45816 ηθ                              
( )] jmgNjmRgNjmRgNmjRgNmjRgN RRRRR ϕ∑+∑+∑+∑− −−−− 1111  . 
 O sétimo termo de (D7.1), seguindo procedimentos anteriores, é dado por: 
(D7.47)  ( ) ( +∑+∑′−ΔΔΔ=ℑ −′−−′′ mjNgfmjNgfRjmgNg RRR Nzr 1112 45817 ηθ  
) jmNgjmNgfjmNgf RRR ′′−′ ∑+∑+ ϕ1                                         
 Para o oitavo termo, temos: 
(D7.48)   ( ) jmkNkagkRjmgkN RR CzrN λχθΔΔΔ−=ℑ 2452
18  .  
 Por fim, o nono termo é dado por: 
(D7.49)  ( )( )jmgNjmgNmjgNmjgNRjmgN RRRRR SSSSNzr +++−ΔΔΔ=ℑ −−−− 11112 45819 θ  .                                       
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 Dessa forma, a equação (D7.1), é estruturada da seguinte maneira: 
(D7.50)  +ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑−
=′
′ jmgNjmgNjmgNjmgN
g
g
jmgNgjmgN RRRRRR
654321
1
1
 
 Aqui, as equações dos precursores são as seguintes: 
(D7.51)  ( )
dt
dC
zrN kijmRjmkNR ΔΔΔ−=ℜ θ2452
11 ; 
(D7.52)  ( ) ( +∑+∑−ΔΔΔ=ℜ −′−−′′′ mjNgfmjNgfgRkjmNgk RRR NzrA 1112 4582 νθβ  
) jmNgjmNgfjmNgf RRR ′′−′ ∑+∑+ ϕ1  
(D7.53)  ( ) kijmkRjmkN CzrNR λθΔΔΔ−=ℜ 2452
13 . 
Sua estruturação fica: 
(D7.54)  jmkN
G
g
jmNgkjmkN RRR
321
1
ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
 
D8. Discretização no topo do cilindro, cota ZNm = , para um ponto ( )jN R , . 
 Para essa posição a integração se dá nos intervalos de variação: 
RR NN
rrrr ≤≤Δ− 2  , 22 θθθθθ Δ+≤≤Δ− jj  e ZZ NN zzzz ≤≤Δ− 2  . Com isto, 
temos: 
(D8.1)   ( )⎪⎩
⎪⎨⎧ +∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
Δ−
Δ+
Δ−Δ−
∑∫∫∫ gg
g
ggsgggf
g
g
z
zz
r
rr t
dzdrdr
ZN
ZN
j
j
RN
RN
ϕδηϕϑθ
θθ
θθ
1
1
1
2
2/
2/2/
1                                         
 ( ) +∑−∑+∂∂∂∂+∂∂∂∂+∂∂∂∂+ gRgfggggggg zDzDrrrDrr ϕηϕθϕθϕ 211  
⎭⎬
⎫++∑′+ ∑∑
=
′
+=′
′ g
I
k
kkagkg
G
gg
gf SC
11
λχϕη  , 
com η′  e η  definidos anteriormente. Como esta discretização é análoga às da base do 
cilindro, diferindo somente na condição de contorno devido à difusão na direção axial, 
os resultados discretizados são exibidos de imediato. Dessa forma, temos: 
(D8.2)  ( )
t
zrN ZR
ZR
jNgN
g
RjNgN ∂
∂ΔΔΔ−=ℑ ϕϑθ
145
4
11 2  ,                                       
jmgN
I
k
jmgkN
G
gg
jmgNg RRR
987
11
ℑ+ℑ+ℑ+ ∑∑
=+=′
′
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(D8.3)  ( )[ +∑+∑′ΔΔΔ=ℑ ′−′′ ZRZRZR jNNgfNjNgfjNgNg zr 12412 ηθ  
( )]
ZRZRZR jNNgjNgNgsNjgNgsgg ′′−′−′ ∑+∑+ ϕδ 11 , 
 (D8.4)  ( )
ZRZRZRZRZRZR jgNjgNjgNjgNjgNjgN
DSRDIRDIR NNNN1NN3 ϕϕ +−=ℑ −  , 
onde, 
(D8.5)  ( )( )
ZRZRZR jgNjgNRjgN
DDNzDIR N1N11N 234
1
−−− +−ΔΔ= θ  , 
(D8.6)  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈−ΔΔΔ=
−
−
−−
Z
ZR
Z
ZR
ZR
gRj
jgN
gRj
jgN
RjgN
DD
NzrDSR
N
N1
N1
N11
N )1(4
1 θ  , 
(D8.7)  ( ) ++−=ℑ − ZRZRZRZRZRZR jNgNjNgNjNgNNgjNjNgNjNgN DSTDITDIT ϕϕ 14   
ZRZR NgjNjNgN
DST 1++ ϕ  , 
onde, agora, 
(D8.8)  
ZRZR NjgN
R
R
jNgN DN
NzDIT 123
1ln
2
1
−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= θ  , 
(D8.9)  
ZRZR jNgN
R
R
jNgN DN
NzDST ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ=
23
1ln
2
1
θ  , 
(D8.10)  ( )
ZRZRZRZRZRZR jNgNjNgNjNgNjNgNjNgNjNgN
DSZDIZDIZ ϕϕ +−=ℑ −15  , 
onde,  
(D8.11)  ( )( )
ZRZRZR jNgNNjgNRjNgN
DDN
z
rDIZ +−Δ
ΔΔ= −1
2
45
2
θ  , 
(D8.12)  ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈−Δ= −
−
jgTN
jNgN
jgTN
NjgN
RjNgN
R
ZR
R
ZR
ZR
DD
NrDSZ
1
12 45  , 
(D8.13)  ( ) ( )[ ]
ZRZRZRZRZRZR jNgNjNRgNNjRgNjNfgNNjfgNjNgN
zr ϕηθ ∑+∑−∑+∑ΔΔΔ=ℑ −− 1124
16                              
(D8.14)  ( )
ZRZR jNkNkagkRjNgkN
CzrN λχθΔΔΔ−=ℑ 245
4
18  ,  
(D8.15)  ( )
ZRZRZR jNgNNjgNjNgN
SSzr +ΔΔΔ=ℑ −124
19 θ  ,                                        
 Com isto, a equação (D8.1), discretizada, fica estruturada na seguinte forma. 
(D8.16)  +ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑−
=′
′ ZRZRZRZRZRZR jNgNjNgNjNgNjNgN
g
g
jNgNgjNgN 654321
1
1
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 Para os precursores temos o seguinte: 
(D8.17)  ( )
dt
dC
zrN ZR
ZR
jNkN
RjNkN ΔΔΔ−=ℜ θ2454
11 ; 
(D8.18)  ( )
ZRZRZRZR jNNgjNNgfNjNgfg
k
jNNgk zr
A
′′−′′′ ∑+∑ΔΔΔ=ℜ ϕνθβ 1242  
(D8.19)  ( )
ZRZR jNkNkRjNkN
CzrN λθΔΔΔ−=ℜ 245
4
13 . 
Sua estruturação fica: 
(D8.20)  
ZRZRZR jNkN
G
g
jNNgkjNkN 321
1
ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
 
D9. Discretização no topo do cilindro, cota ZNm = , para um ponto ( )ji, . 
 Para essa posição a integração segue a linha da equação (D2.7) e os intervalos de 
variação são os seguintes: 22 rrrrr ii Δ+≤≤Δ−  , 22 θθθθθ Δ+≤≤Δ− jj  e 
ZZ NN
zzzz ≤≤Δ− 2  . Com isto, temos: 
(D9.1)   ( )⎪⎩
⎪⎨⎧ +∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
Δ−
Δ+
Δ−
Δ+
Δ−
∑∫∫∫ gg
g
ggsgggf
g
g
z
zz
rr
rr t
dzdrdr
ZN
ZN
j
j
i
i
ϕδηϕϑθ
θθ
θθ
1
1
1
2
2/
2/
2/
2/
1                                         
 ( ) +∑−∑+∂∂∂∂+∂∂∂∂+∂∂∂∂+ gRgfggggggg zDzDrrrDrr ϕηϕθϕθϕ 211  
⎭⎬
⎫++∑′+ ∑∑
=
′
+=′
′ g
I
k
kkagkg
G
gg
gf SC
11
λχϕη  , 
Seguindo a linha de raciocínio anterior, temos:  
(D9.2)  
dt
d
zri Z
Z
gijN
g
gijN
ϕ
ϑθ
1)1(
2
11 2 ΔΔΔ−=ℑ , 
(D9.3) ( ) ( )[{ +∑+∑′−ΔΔΔ=ℑ −′−−′′ ZZZ jNigfNjigfgijNg izr 1112 45812 ηθ  
( )] ( ) ( )[ +∑+∑′−+∑+∑+ ′−′−′−−′−′ ZZZZ ijNgfNijgfjNgigsNjgigsgg i 11111 4/3 ηδ  
( )]}
ZZZ ijNggijNgsNgijgsgg ′′−′−′ ∑+∑+ ϕδ 11  , 
(D9.4)  ( )
ZZZZZZZZ jgigijgijgijgijjgigijgij
DSRDSRDIRDIR N1NNNNN1NN3 +− ++−=ℑ ϕϕϕ  , 
.987
11
ZRZRZR jNgN
I
k
jNgkN
G
gg
jNgNg ℑ+ℑ+ℑ+ ∑∑
=+=′
′
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onde, 
(D9.5) ( )( )
ZZZ jNgiNjgigijN
DDizDIR 111234
1
−−− +−ΔΔ= θ , 
(D9.6) ( )( )
ZZZ gijNNgijgijN
DDizDSR +−ΔΔ= −1214
1 θ , 
(D9.7) ( )
ZZZZZZZZ NgijgijNgijNgijNgijNNgijgijNgijN
DSTDSTDITDIT 114 +− ++−=ℑ ϕϕϕ  ,  
onde, 
 (D9.8)  ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= −−− 1
2/1ln
2/3
1ln
2
1
111 i
iD
i
iDzDIT
ZZZ NgijNjgigijN θ  , 
(D9.9)  ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
−
−
Δ
Δ= − 1
2/1ln
2/3
1ln
2
1
1 i
iD
i
iDzDST
ZZZ gijNjNgigijN θ  , 
(D9.10)  ( )
ZZZZZZ gijNgijNgijNgijNgijNgijN
DSZDIZDIZ ϕϕ +−=ℑ −15  , 
 
onde, 
(D9.11)  ( )( ) ( )( )[ ]
ZZZZZ gijNNgijjNgiNjgigijN
DDiDDi
z
rDIZ +−++−Δ
ΔΔ= −−−− 1111
2
4/34/5
4
1 θ   
(D9.12)  ( )
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈−Δ
ΔΔ=
−
−
−−
−−
jgTi
jNgi
jgTi
Njgi
gijN
ZZ
Z
DD
i
z
rDSZ
1
1
11
11
2
4/5
4
1 θ   
( )
⎥⎥⎦
⎤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∈+∈−+ −
−
gTij
gijN
gTij
Ngij ZZ
DD
i
1
14/3  . 
(D9.13) ( ) ( ) ( )[ ]{ +∑+∑−∑+∑−ΔΔΔ=ℑ −−−−−− ZZZZ jNRgijRgijNfgiNjfgigijN izr 11111112 45816 ηθ  
( ) ( ) ( )[ ]}
ZZZZZ gijNRgijNNRgijfgijNNfgij
i ϕη ∑+∑−∑+∑−+ −− 1143  , 
(D9.14) ( )( )[ +∑+∑−′ΔΔΔ=ℑ −′−−′′ ZZZ jNigfNjigfgijNg izr 1112 45817 ηθ  
( )( )]
ZZZ ijNgijNgfNijgf
i ′′−′ ∑+∑−+ ϕ143  
(D9.15)  
ZZ kijNkagkgkijN
Czri λχθΔΔΔ−=ℑ 2)1(
2
18 , 
(D9.16) ( )( ) ( )( )[ ]
ZZZZZ gijNNgijjNgiNjgigijN
SSiSSizr +−++−ΔΔΔ=ℑ −−−− 11112 43458
19 θ  , 
cuja estruturação é dada por: 
(D9.17)  +ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑∑
+=′
′
−
=′
′
G
gg
gijNggijNgijNgijNgijN
g
g
gijNggijN ZZZZZZZ
1
1
1
7654321  
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ZZ gijN
I
k
gkijN 98
1
ℑ+ℑ+∑
=
 
 As equações dos precursores são as seguintes: 
(D9.18)  
dt
dC
zri Z
Z
kijN
kijN ΔΔΔ−=ℜ θ2)1(2
11 ; 
(D9.19)  ( )( )[ +∑+∑−ΔΔΔ=ℜ −′−−′′′ ZZZ jNigfNjigfgkijNgk izrA 1112 4582 νθβ  
( )( )]
ZZZ ijNgijNgfNijgf
i ′′−′ ∑+∑−+ ϕ143  
(D9.20)  
ZZ kijNkkijN
Czri λθΔΔΔ−=ℜ 2)1(
2
13 . 
Sua estruturação fica: 
(D9.21)  
ZZZ kijN
G
g
ijNgkkijN 321
1
ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
D10. Discretização na região central do topo do cilindro, cota ZNm = . 
 Para essa posição a equação a ser integrada é a mesma definida por (D3.3) e os 
limites de integração são os seguintes: 20 rr Δ≤≤  e 
ZZ NN
zzzz ≤≤Δ− 2  . Com isto, 
temos: 
 (D10.1)  ( )⎢⎢⎣
⎡ +∂
∂+∑+∑′=∂
∂
′
−
=′
′−′′
Δ−
Δ ∑∫∫ 2
21
1
1
2
2
0
21
r
D
t
dzdr gRCgg
g
g
RC
ggsgg
RC
gf
g
g
z
zz
r ZN
ZN
ϕϕδηϕϑ  
( ) ⎥⎦
⎤++∑′+∑−∑+∂
∂
∂
∂+ ∑∑
=
′
+=′
′
RC
g
I
k
kkagkg
G
gg
RC
gfg
RC
Rg
RC
fg
gRC
g SCz
D
z 11
λχϕηϕηϕ  . 
Como nas situações anteriores, os resultados são os seguintes:  
(D10.2)   
t
zr
LC
gN
g
LC
gN
Z
Z ∂
∂ΔΔ=ℑ ϕϑ
1
4
11  , 
(D10.3)  ( ) LCgRCggsggRCgfLCgg zr ′′−′′′ ∑+∑′ΔΔ=ℑ ϕδη 1111 412  , 
(D10.4)  ∑
=
+−=ℑ θ ϕϕ
N
j
jNggjN
LC
gNg
LC
gN ZZZZ
CRCDLC
1
213  , 
onde, 
(D10.5)  RCgNgN ZZ Dr
zDLC Δ
Δ=  , 
(D10.6)  
Z
Z
ZZ
gN
gjNRC
gNgjN Dr
zCRC ϖ
ω
Δ
Δ=  , 
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(D10.7)  ( ) LCgNLCgNLCgNLCgNLCgNLCgN ZZZZZZ DSZDIZDIZ ϕϕ +−=ℑ −14  , 
onde, 
(D10.8)  RCgN
LC
gN ZZ
D
z
rDIZ Δ
Δ=
2
1  , 
(D10.9)  RCgNRC
gT
LC
gN ZZ
DrDSZ ∈
Δ=
2
1   , 
(D10.10)  ( ) LCgNRCRgNRCfgNLCgN ZZZZ zr ϕη ∑−∑ΔΔ=ℑ 415  , 
(D10.11)  LCNg
RC
Ngf
LC
gNg ZZZ
zr ′′′ ∑′ΔΔ=ℑ ϕη4
16  , 
(D10.12)  LCkNkagk
LC
gkN ZZ
Czr λχΔΔ=ℑ
4
17  . 
(D10.13)  RCgN
LC
gN ZZ
zSrΔΔ=ℑ
4
18  . 
A estruturação desses termos para representar a Eq. (D10.1) é dado por: 
 (D10.14)  +ℑ+ℑ+ℑ+ℑ+ℑ=ℑ ∑∑
+=′
′
−
=′
′
G
gg
LC
gNg
LC
gN
LC
gN
LC
gN
g
g
LC
gNg
LC
gN ZZZZZZ
1
1
1
654321   
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I
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gkN ZZ
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1
ℑ+ℑ+∑
=
 . 
E para os precursores temos os resultados: 
(D10.15)  
dt
dC
zr
LC
kNLC
kN
Z
Z
ΔΔ=ℜ
4
11  ; 
(D10.16)  LCNg
RC
Ngfgk
LC
Ngk ZZZ
zAr ′′′′ ∑′ΔΔ=ℜ ϕνβ4
12  ; 
(D10.17)  LCkNk
LC
kN ZZ
Czr λΔΔ=ℜ
4
13  . 
Dessa forma, a compactação desses termos toma a forma: 
(D10.18)  LCkN
G
g
LC
Ngk
LC
kN ZZZ
321
1
ℜ−ℜ=ℜ ∑
=′
′  . 
 
 
 
 
APÊNDICE E 
 
Estrutura da matriz M  devido o termo de difusão para um problema 2D em ( )θ,r . 
 
+ +    +    +    +    +    +    +    +     LC
+ + +   +                        +     21 
 + + +   +                        +    31 
  + + +   +                        +   41 
   + +    +                        +  51 
+ +    + +   +                         22 
  +   + + +   +                        32 
   +   + + +   +                       42 
    +   + +    +                      52 
+     +    + +   +                     23 
      +   + + +   +                    33 
       +   + + +   +                   43 
        +   + +    +                  53 
+         +    + +   +                 24 
          +   + + +   +                34 
           +   + + +   +               44 
            +   + +    +              54 
+             +    + +   +             25 
              +   + + +   +            35 
               +   + + +   +           45 
                +   + +    +          55 
+                 +    + +   +         26 
                  +   + + +   +        36 
                   +   + + +   +       46 
                    +   + +    +      56 
+                     +    + +   +     27 
                      +   + + +   +    37 
                       +   + + +   +   47 
                        +   + +    +  57 
+ +                        +    + +    28 
  +                        +   + + +   38 
   +                        +   + + +  48 
    +                        +   + +  58 
 
 
 133
APÊNDICE F 
 
 
FLUXOGRAMA BÁSICO DO PROGRAMA BARCA 
 
 
 
MODO=1
MODO=0
1>efK  
MODO=2 
DADOS DE ENTRADA 
MODO=1 
GERAÇÃO DAS LINHAS DOS 
ARRANJOS
GERÇÃO DAS PROPRIEDADES 
PARA A GEOMETRIA 
CILÍNDRICA 
CÁLCULO 
NEUTRÔNICO
CÁLCULO TERMOIDRÁULICO 
QUEDA  
DE BARRA DE 
CONTROLE 
 
MODO=0 
MOVIMENTAR 
BANCO DE CONTROLE 
D  => Crítico 
FIM 
Iterações    
Internas: ϕ  Iterações    Externas: efK  
efK  
MODO
MODO
SUPERCRÍTICO:  MODO=2    
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APÊNDICE G 
 
Preservação das diferenças entre as temperaturas medidas e reais.  
Seja ε  o erro contido na medida da temperatura T~  de um termopar localizado 
no núcleo de um reator. Assumindo que o valor verdadeiro da temperatura é dado por 
T , o valor medido é dado por: 
(E.1) ε+= TT~ . 
Admitindo que o erro e função da temperatura, isto é,  
(E.2) ( )Tεε = , 
antes do evento da queda de barras de controle no núcleo temos: 
(E.3) ( )111~ TTT ε+= . 
Após o evento de queda, a temperatura medida no termopar é dada por: 
(E.4) ( )222~ TTT ε+= . 
A diferença entre as temperaturas medidas ao final da queda é dada por:  
(E.5) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]121212 ~~ TTTTTT εε −+−=− . 
Utilizando a expansão em série de Taylor para a função erro, até o termo de primeira 
ordem, 
(E.6) ( ) ( ) ( )
0
00
TdT
dTTTT εεε −+≈ , 
e usando na Eq.(E.5), temos, após simplificações: 
(E.7) ( ) ( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +−=−
1
1~~ 1212
TdT
dTTTT ε . 
Considerando que o erro na medida do termopar é bem menor que o valor da medida, é 
de se esperar que sua derivada primeira seja também muito pequena. Dessa forma, as 
diferenças das temperaturas medidas antes e após a queda das barras fornecem melhores 
informações que os valor das temperaturas  medidas, haja visto que os erros embutidos 
nas leituras, em cada fase, são praticamente cancelados quando utilizadas as diferenças 
das temperaturas. 
